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Proleg

La Teresa tanca les dues aixetes, la de l'aigua calenta i la de la freda, obri la
porta plegable de polistiré que separava la cabina de dutxa de la resta de la
mintscula habitacié de bany, i, posant els peus damunt una petita catifa, ja
molt gastada, que ella mateixa havia collocat alla abans d’entrar, prengué la
tovallola i comenca a eixugar-se. Estava sola en el petit apartament de Cerda-
nyola que compartia amb la Maria i la Silvia, dues companyes d’universitat que
ara havien marxat a Sitges per tal de passar-hi aquell primer cap de setmana
de maig. Ella s’havia quedat. La idea d’anar amb les seves amigues no ’havia
engrescada gaire, i, tot just feia un moment, mentre es dutxava, havia esbossat
un pla molt atractiu per aprofitar aquella situacié inusual de restar sola en
aquell diminut pis.

La Teresa era una noia no gaire alta, més aviat prima, amb uns bragos de-
licats que li donaven un cert aspecte de fragilitat. Habitualment, la cabellera
llisa, d’un castany fosc, li baixava de manera despreocupada pels dos cantons
de la cara, com les rames flexibles d’un desmali, i, tot deixant-li lliure el front,
li cobria els polsos, la part superior de les orelles i, sovint, les arracades, la qual
cosa 'obligava a apartar de tant en tant els flocs rebels amb un rapid moviment
de ma. Portava normalment unes bruses poc cenyides que deixaven sempre els
bracos al descobert. A través de I’escot, gairebé sempre triangular, s’endevina-
ven sovint unes formes arrodonides, moderadament abundants, que, sense anar
massa subjectes, adoptaven amb naturalitat una posicié6 harmoniosa. Duia fal-
dilles una mica exagerades, més llargues o més curtes que les habituals, que
alternava segons la moda, ’época de ’any o el seu estat d’anim. No era gaire
amant dels pantalons i, des de la seva infantesa, no s’havia posat uns texans.
Calgava sempre sabates planes, lleugeres, i només en ple hivern, per evitar que
els peus se li gelessin, havia de recorrer a la utilitzacié de pantis. El que més so-
bresortia, pero, en la figura de la Teresa eren els seus ulls vivissims, somiadors,
i el seu somriure jovial, a vegades enigmatic. Tot aixo conferia a la seva cara
una expressio personalissima que reflectia fidelment un temperament impulsiu,
més aviat optimista, ombrejat amb algunes pinzellades de malenconia.
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Estudiava la carrera de Matematiques a la Universitat Autonoma, i ni ella
mateixa sabia dir amb certesa quin curs feia, ja que portava assignatures de
quart, de tercer, i, fins i tot, una de segon. Que lluny quedava aquell primer
curs que havia tret al juny, tot net, adhuc amb un excellent i un notable! Que
boniques eren les matematiques quan s’entenien! Pero, que ensopides podien
resultar determinades assignatures quan no s’estava motivat!

Quan feia el batxillerat, a la Teresa li agradava més la fisica. ;Qué la va
decidir, doncs, a triar la carrera de Matematiques, finalment? No ho podia
dir ben bé. Potser el fet que, al BUP, d’aquesta matéria n’entenia tots els
detalls i gaudia amb la seva comprensié, mentre que d’aquella —tot i que els
temes semblaven més suggestius— li costava molt copsar el sentit profund dels
raonaments simplificats que contenien els textos que seguien al seu institut.

Durant el primer curs d’universitat va creure descobrir de veritat I’esséncia
de les matematiques, amb el rigor i la bellesa meravellosa d’algunes demostra-
cions, i va fruir interiorment molt amb aquesta troballa. Ara, pero, la illusié
primera havia passat i, malgrat que algunes classes li semblaven interessants
i veritablement boniques, es veia desbordada per la quantitat de matéria que
cada professor estava entestat a embotir en la seva assignatura respectiva. A
més, ella, que sempre actuava impulsivament, no sabia —o no volia— organit-
zar el seu temps metodicament, com alguns companys seus de curs, que abans
dels examens planificaven les hores d’estudi per assignatures, i sabien deixar un
determinat problema d’algebra a mig fer, perqué llavors els tocava dedicar-se,
segons el seu pla, a les equacions diferencials, per exemple. Ella, si no estava
prou motivada, no era capag d’estudiar cap matéria. Recordava aquell mes
de maig de I'any anterior, just abans dels examens, quan va tenir aquell afer
amb en Miquel. Resultat: tres cates, de les tres assignatures a les quals es va
presentar.

Era una tarda lluminosa i clara. Els dos havien anat d’excursi6 amb la
resta de companys de curs. Eren prop d’una font, matant el temps, espe-
rant tontament que fossin les sis, hora en queé el xofer de 'autocar tornaria a
aquell indret per recollir-los, quan la Teresa, amb una habilitat de la qual ella
mateixa se sorprengué, apartd en Miquel de la resta del grup i se 'emporta
un centenar de metres més enlld, en un indret solitari. Després d’esguardar
silenciosament el fons dels seus ulls durant uns minuts, sense proferir paraula,
el besa apassionadament a la boca, obeint els impulsos més pregons de la seva
anima, i, segons ella creia, més nobles. Cap mala intencié no havia travessat
el seu subconscient. Allo no era sin6 la manifestacié d’un sentiment espontani
que no havia passat préviament pel sedas amb qué ’educacié i les convencions
socials adquirides filtren els nostres primers impulsos. En Miquel, pero, no
ho degué entendre aixi, i, interpretant malament la seva candidesa, es degué
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formar d’ella una imatge de noia desvergonyida, acostumada a tenir aventures
amb qualsevol —extrem, aquest, que era absolutament fals. Aixo és el que
ella dedui del tracte aparentment afectuoés, pero groller, amb qué en Miquel
I’obsequia des de llavors. Ella no pogué descobrir ni un gram de generositat, ni
una guspira d’amor per part d’en Miquel en la relacié posterior entre ells dos.
Profundament decebuda, I'aparta decididament de la seva vida. Creu i ratlla!
Era natural que en aquelles circumstancies, les matematiques li semblessin coses
d’un altre planeta i, els examens, encreuats sense sentit.

Pero ara, un any després, tot alld havia passat i tornava a interessar-se pels
estudis, malgrat que alguna vegada, quan la malenconia s’apoderava del seu
esperit, pensava encara en aquell amor malmés.

Mentre s’acabava d’eixugar, sorti del lavabo i creua el passadis per tal d’ar-
ribar al dormitori. El seu llit era 'inic que estava una mica endregat. Damunt
els altres dos, faldilles, texans, mocadors, calces, bruses i sostenidors compar-
tien 'espai amb una caixa de sabates, un portamonedes, una cofia de bany,
un mallot i un curt barnas de platja virolat. Normalment, I’habitacié no es-
tava tan desordenada, sense arribar mai a ser un model de pulcritud, pero
avui la marxa precipitada de la Maria i la Silvia —després d’haver embotit
en una maleta aquelles peces de roba i estris per abillar-se que consideraven
més necessaris, just deu minuts abans de I’hora teorica de sortida del tren—
havia deixat el dormitori en aquell estat. La Teresa s’assegué al seu llit mentre,
amb la tovallola, s’acabava d’eixugar els cabells amb molta parsimonia. Veié
el barnis sobre el llit de la Silvia i se’l posa, per protegir el seu cos humit de
la sensacio de fresca que comencava a sentir, malgrat que 'ambient era calid.
Instintivament es calgd unes sabatilles que tenia sota la tauleta de nit, pero,
quan ho va haver fet, dubtd un moment i animada per un estrany desig, se les
tragué amb un lleu moviment de turmells. Caminant llavors molt a poc a poc
per delectar-se en ’agradable sensacié que li produia el contacte de la fredor
del mosaic amb els peus nus, es dirigi al menjador. Era I’habitacié6 més alegre
de I'apartament, amb un ampli finestral que donava a la placa de 'església, i
per on entraven els raigs mig esmorteits d’un sol de tarda cobert per uns navols
inconsistents, juntament amb la cridoria llunyana d’uns nens que jugaven amb
delit. Arrambada a la paret oposada a aquella finestra, una petita taula envol-
tada de tres cadires, acomplia la miltiple funcié de taula de menjar, d’estudi
o de joc, segons convenia. Per sobre d’ella, unes lleixes de fusta recolzades a
la paret sostenien llibres, apunts i alguns discos, juntament amb altres objec-
tes de naturalesa variada, com pintallavis, arracades o paquets de cigarretes.
La Teresa se situa davant d’aquests prestatges, alca el brag dret, i, posant-se
de puntetes mentre lluitava amb el cantell de la taula que li impedia arribar
amb facilitat a les lleixes, aconsegui abastar un llibre de geometria diferencial
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i relativitat que havia comprat aquell mati a la llibreria de la facultat.

Feia una estona, mentre sentia sobre la pell del seu cos el martelleig de
I’aigua calenta llangada a pressio, i el vapor I'envoltava i omplia tota ’habitacié,
havia desitjat esmercar aquelles hores de solitud, especialment propicies per a
la concentracid, en una lectura dels dltims capitols d’aquell llibre, dedicats a la
relativitat general i als models cosmologics.

L’agafa amb illusi6 i, sucumbint al desig que havia experimentat mentre es
dutxava, es disposa a obrir-lo amb una fruicié6 que molts dels seus companys
no podrien mai ni imaginar. La Silvia, per exemple, que estudiava Dret i per a
qui les matematiques es reduien a saber comptar de pressa, no podria entendre
pas la bellesa extraordinaria, superior a vegades a les millors obres d’art, que
es pot amagar darrera d’una teoria matematica o fisica ben construida, i el
plaer immens que pot proporcionar la seva comprensi6. La Teresa s’imaginava
el goig profund d’alguns investigadors en el moment d’entendre un determinat
fet fins llavors inexplicable, i s’adonava que aquesta joia podia ser de les més
grans que pot sentir 1’ésser huma.

Abans d’obrir el llibre, algunes consideracions inoportunes van ombrejar
la seva disposici6 d’esperit. Els examens eren a prop, d’aquella matéria no
havia de ser avaluada i, coneixent-se com es coneixia, tenia por d’endinsar-se en
I’estudi profund d’un tema que ’absorbiria i que, de ben segur, no sabria deixar
per dedicar-se a les assignatures que de veritat li convenia aprovar. Perd, com
que era impulsiva, s’adona que finalment es deixaria emportar pel seu primer
desig i que cap altra consideraci6 la forcaria a posposar la lectura d’aquell
llibre ;Per qué, pero, 'havia comprat? Havent estat escrit per un matematic,
la part de geometria diferencial, amb una mica de sort, encara podia estar bé,
pero (i la resta? De fet ella tenia un mal record dels textos de fisica escrits
per matematics. Recentment, a la biblioteca del departament, havia trobat un
llibre de tapes grogues i titol molt atractiu (Relativitat per a Matematics) que
li havia robat molt de temps i ’havia decebuda d’allo més. En general, pensava,
quan un matematic escriu sobre un tema de fisica, intenta descriure amb molt
rigor el model matematic subjacent, perd no s’ocupa en absolut de les idees
que, al llarg de la historia, han portat els fisics a adoptar aquell model en front
d’altres. Quan la Teresa llegia en aquell llibre groc, segons ella horripilant,
la definicié de tensor d’impulsi6-energia, per exemple, s’imaginava 1’Einstein,
després d’una nit d’insomni, preguntant-se: ;quin tensor més reconsagrat i
inversemblant em podria inventar jo ara per descriure la matéria, i, al mateix
temps, fastiguejar els estudiants de Fisica en el futur? La Teresa comprenia
que, de veritat, les coses no podien haver anat aixi, i es quedava amb les ganes
de conéixer la motivacié profunda d’haver considerat aquell tensor i no un
altre. ;Per qué, doncs, no agafava llibres de fisica escrits per fisics? Ja ho feia,
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pero li costava molt de treure’n l'entrellat, ja que moltes vegades utilitzaven
raonaments heuristics com si fossin construccions solidament fonamentades en
el rigor més absolut. I ella, al cap i a la fi, era estudiant de Matematiques, i
estava acostumada a buscar sempre tres peus al gat, a cercar contraexemples
a I’enunciat de qualsevol proposicié per assegurar-se de la seva validesa, i, amb
aquest esperit, la lectura de qualsevol text de fisica li resultava extremadament
costosa.

Ara, pero, estava convenguda que el llibre que tenia entre les mans seria
diferent, que explicaria la motivacié profunda de les coses, amb una argumen-
taci6 matematica solida, sense fissures, que ella podria entendre. Amb aquesta
conviccid, allunyant qualsevol altre pensament, ’obri impetuosament. La curi-
ositat la porta a 'ultim paragraf del llibre:

“Aix0 ens diu que un raig lluminos emeés al principi de I'univers (¢ = 0) en
una determinada direcci6 de S, arriba al mateix punt de partida (fa una volta
sencera a S) just a I'instant final de I'univers (¢t = tr). Dit d’una altra manera,
triga tota la duracié de 'univers a fer una volta sencera a S.”

Ella jho arribaria a entendre, tot aixo? Un raig lluminds que fa una volta
sencera a I'univers i que, just a l'instant final, torna al mateix lloc de partida!
Fascinant! Pero, ;hi ha hagut principi de 'univers? i ;hi haura necessariament
final? El cap li comencava a donar voltes. Tanca impulsivament el llibre i I'obri
pel principi. Posa els ulls al comengament del proleg:

“La Teresa tanca les dues aixetes, la de l'aigua calenta i la de la freda, obri
la porta plegable de polistiré que separava la cabina de dutxa de la resta de
la minuscula habitacié de bany, i, posant els peus damunt una petita catifa, ja
molt gastada, que ella mateixa havia collocat alla abans d’entrar, prengué la
tovallola i comenca a eixugar-se.”

Increible? La Teresa era ella, i el proleg estava descrivint el que ella havia
estat fent just mitja hora abans. Si seguia llegint, arribaria sens dubte al que
estava fent ara, com si el temps, després de donar tota la volta a un cercle,
tornés al comengament. Si saltava tres o quatre fulls més endavant, arribaria,
potser, a saber el que faria d’aqui a uns instants, a conéixer el seu futur!

De cop i volta el timbre de la porta sona amb insisténcia. ;Qui podria
ser? No esperava ningu. Potser era algi que es confonia de pis. Opta per
no contestar. De fet, tampoc no podia anar a obrir, portant com a tnica
indumentaria aquell curtissim barnis de platja, que s’havia posat just quan el
primer calfred va recorrer el seu cos humit després de la dutxa calenta. Pero,
com que el timbre sonava insistentment, s’aixeca, es dirigi cap a la porta i
I’entreobri amb la intencié de dir a I'inesperat visitant: “s’equivoca”, i tornar-la
a tancar de cop. Pero ara si, una esgarrifanga més pregona que aquella primera
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estremi totes les seves neurones i, una vegada recuperat el capteniment, excla-
ma: Miquel! ;Qué hi fas, aqui?

Estructura del llibre i coneixements previs reque-
rits
Aquest llibre consta de tres parts ben diferenciades:

1) Un curset de geometria diferencial (capitols 1-6).

2) Unes pinzellades de fisica classica (capitols 7-13).

3) Relativitat especial i general (capitols 14-20).

Els tinics coneixements previs requerits per a la seva lectura sén els conceptes
basics d’algebra lineal i de calcul infinitesimal en una i diverses variables que
constitueixen el contingut usual de la major part dels primers cursos de les
llicenciatures de ciéncies o de les carreres técniques de nivell superior. Els
conceptes més elementals de topologia general (com les nocions d’obert, tancat,
compacte, condici6 de separacié de Hausdorff, etc.) també se suposen coneguts.
En canvi, no sén necessaris coneixements previs de fisica, ja que aquests estan
continguts a la segona part, que parteix de zero. Per llegir els capitols 14 i
15, que constitueixen una bona part de la relativitat especial, només cal haver
llegit abans el capitol 7 (per al qual no fa falta cap coneixement previ). En
canvi, per a la relativitat general, a més del material de varietats de Riemann
del capitol 5, el lector haura de conéixer els conceptes basics de dinamica de
fluids (capitols 12 i 16), sense els quals no podra entendre bé el significat del
tensor d’impulsié-energia, i també la resolucié del problema dels dos cossos en
mecanica classica (capitol 11), sense la qual no entendra la descripcio de les
trajectories dels planetes des del punt de vista de la relativitat.



Part 1

Un curset de geometria diferencial

Des que Newton introduf el concepte de curvatura d’una corba plana (en la seva
obra Geometria Analitica) fins a 'aparicio, el 1869, d’un treball de Christoffel
que explicava amb claredat les idees que Riemann havia esbossat uns anys abans
(1854), hi ha un llarg cami de creaci6 matematica que condueix a l'inici de la
construccié del que més tard seria un gran i solid edifici anomenat geometria
diferencial. Una fita important en aquest cami és el descobriment per part
de Gauss (1827) d’un dels fets més remarcables de la teoria de superficies de
I’espai, avui conegut amb el nom de Teorema Egregi.

En aquesta part del llibre presentarem —des d’un punt de vista actual i a partir
de zero— els conceptes més basics i els resultats més fonamentals d’aquesta
branca de les matematiques que, a la segona década del nostre segle, es revela
com el marc idoni per a la inclusié de la teoria de la gravitacié dins de la teoria
de la relativitat.

El capitol 5 (dedicat a les varietats de Riemann) és bastant més extens que els
altres i conté apartats que en primera lectura poden semblar massa “técnics”
(8, 11, 13, 14 i 15), perd que son utilitzats després en els capitols dedicats a
relativitat general (part III).






Capitol 1

Introducci6 al calcul tensorial

Conveni. Tots els espais vectorials que considerarem aqui seran de dimensi6
finita sobre el cos R dels nombres reals.

1 Producte tensorial d’espais vectorials de di-
mensio finita
Donats dos espais vectorials E' i F', volem construir un nou espai vectorial, que

designarem per F ® F, i una aplicacié 7: F x FF — E ® F, de tal manera que
el parell (£ ® F,7) compleixi les propietats segilients:

1) 7 és bilineal.

2) Siei,...,e, és base de E ivy...v, és base de F, llavors {7(e;,v;)} és
basede FEQ F,oni=1...n;5=1...m.

Definicié 1.1 Sigui (F® F, ) un parell, on EQ F és un espai vectorial i T una
aplicacié de E X F en E® F. Suposem que el parell (E® F, ) compleix 1) i 2).
Sigui (E®F, ') un altre parell analeg que compleixi les mateixes propietats.
Direm que f és un isomorfisme entre aquests dos parells si f és un isomorfisme

d’espais vectorials E ® F EN EQF que fa commutatiu el diagrama
E®F
TT N
ExF — 7 E&F.

Proposicié 1.2 (Unicitat de (E ® F,7)) Dos parells (E ® F,7) i (EQF, 1)
que compleixin les propietats 1) i 2) sempre sén isomorfs.

9
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DEMOSTRACIO. Sigui e; ...e, una base de F i v;y...v, una base de F. Si
volem que f faci commutatiu el diagrama anterior, haura d’aplicar 7(e;,v;) en
7'(e;,v;). Perd com que els 7(e;, v;) constitueixen una base de E ® F, per 2),
i els 7/(e;,v;) son base de EQF, f queda determinat de manera tnica per la
condici6 anterior, i com que aplica una base en una base és un isomorfisme. |

Proposicio 1.3 (Existéncia del parell (E ® F,T)) Existeix un espai vectorial
E ® F i una aplicacié 7: E x F — E ® F que compleixen 1) i 2).

DEMOSTRACIO. Si volem que es compleixi 2), E ® F haura de tenir dimensio
nm. Prenguem, doncs, com a E' ® F', un espai vectorial qualsevol de dimensi6
nm. Prenguem {Ei’j}i:L”n;j:L“m una base qualsevol de E'® F'; prenguem una
base {¢;} de E i una base {v;} de F. Definim 7 com ’aplicacié bilineal tal
que 7(e;,v;) = €;5. Per a demostrar que aquesta 7 compleix 2), sigui {e}} una
altra base de F i {v}} una altra base de I; hauriem de veure que {7(e},v)}
és base de E ® F. Aix0 és un exercici elemental d’algebra lineal que deixem al
lector. I

Definici6 i notacions. Anomenem producte tensorial dels espais E' i F 'espai
E®F. Donats x € F, y € F, anomenarem producte tensorial de x i y ’element
7(z,y) € E®QF. Designarem aquest element per z®y; és a dir, x @y = 7(z, y).
Amb aquesta notacio, la condicio de bilinealitat de 7 s’escriura aixi:

(T14+22)QYy = T1QY+x2QY
TRy +y) = QY +TrRY
AN)®y = 2 (M\y)=Az®y), on A € R.

La construccié que hem fet partint de dos espais vectorials E i F' es pot
generalitzar al cas de s espais vectorials E1, ..., Es. En aquest cas construiriem,
igual que abans, un parell (E1®...® Es,7), on F1 ®...® E seria un nou espai
vectorial i 7 una aplicacié de 1 X ... X Esen F1 ®...® Es amb les propietats
segiients:

1) 7 és multilineal.

2) Si{e;,} és una base de Fy, 4 =1...n5, on ny = dim Ey, si {v;,} és una

base de Fa, i = 1...n9, on ng = dim Fy, ..., si {w;_} és una base de F,
is = 1...ns, on ng = dim Ej, lavors {7(e;,,vi,,...,w;, )}, quan i; varia
de 1l any,...,is varia de 1 a ng, és base de F1 ® ... Q F,.

Com en el cas de dos espais, provariem la unicitat (llevat d’isomorfismes)
d’un tal parell (Eq ® ... ® Es,7) i designariem per z; ® ... ® z, l'element
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7(21,...2s), qualssevol que siguin z1 € Ey,... 25 € Es. Com que 7(e;,,0iy,. .-,
w;,) ho escrivim e;; ® v;, ... ® w;_, i com que per la propietat 2) aixo forma
una base de F1 ® ... ® Ej, tot element t de F1 ® ... ® F, s’escriurd

ny Ns
b= > e, @, ... Qw, .

=1  is=1

Quan no hi hagi confusié possible, ometrem els sumatoris i escriurem sim-
plement

t=t""te, QU ® ... Qw;, .

2 Tensors contravariants i covariants

Sigui £ un espai vectorial i E* el seu dual. Designarem per ®"E la k-éssima
poténcia tensorial de E, és a dir, E ® ..(¥)..®E. Formem Despai vectorial
(®*E) ® (®"E*). Els elements d’aquest espai son anomenats tensors k vegades
contravariants i r vegades covariants sobre E. Sigui {e;...e,} una base de F
i {e'...e"} la seva base dual. Tot element de (®FF) ® (®"E*) s’escriura

t=t1""%e ®..0¢, @ ®... @ .

Identificacié de E ® E* amb l’espai L(E, E).
Sigui L(E, E) lespai d’aplicacions lineals de E en E.

Proposicié 1.4 Sigui 7: E x E* — L(E, E) 'aplicacié definida de la manera
segtient: 7(z,y)(2) = y'(z)x. (Observem quesiz € E,y'(z) e Riy' (2)x € E.)
L’aplicacié T aixi definida compleix les propietats 1) i 2) de I'apartat 1.

DEMOSTRACIO.  Evidentment 7 és bilineal. Sigui {e;} base de E i {v/}
base de E*. Hem de veure que els elements ¢;; € L(E, E) donats per ¢;;(z) =
v/ (z)e; sén base de L(E, E) la qual cosa deixem al lector com exercici d’algebra
lineal.

En virtut de la proposici6 1.2 podrem identificar F ® E* amb L(E, E) i el
producte tensorial z ® y' amb Paplicaci6 lineal z — y'(2)x.

Identificacié de E* ® E* amb ’espai L(E, E;R).
Sigui L(E, E;R) l'espai d’aplicacions bilineals de F x E en R.
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Proposicié 1.5 Sigui 7: E* x E* — L(FE, E;R) laplicacié definida de la ma-
nera segiient: 7(x',y')(z,w) = 2’ (2)y’'(w). L’aplicacié T compleix les propietats
1) i 2) de apartat 1.

DEMOSTRACIO. Exercici elemental. I
En virtut de la proposici6 1.2 podem identificar E* ® E* amb L(E, E;R)
i el producte tensorial &’ ® ¢y amb Daplicacié bilineal (z,w) — 2'(2)y'(w).

(@ yy, - y) (21 2k) = Y1 (21) -y (2r)T

Es demostra que 7 compleix propietats analogues a 1) i 2) de Uapartat 1. Aixo

l'aplicacié multilineal (21 ...z5) = yi(21) ...y (2x)z.

3 Propietat universal del producte tensorial

Siguin Fjy, ..., FE, i F espais vectorials.

Proposicié 1.6 Donada una aplicacié multilineal f: Ey X ... x Eg — F, exis-
teix una tnica aplicacié lineal f: Fh ® ... ® Es — F que fa commutatiu el
diagrama

Ei®...QF;

| NS
Ey x...x E ;ﬂﬂ

on T és l'aplicacié T(x1,...,25) =21 Q... Q xs.

DEMOSTRACIO.  Sigui {e;, } una base de Ey, iy = 1...n;. Sigui {v;,} una
base de Fa, i = 1...ng, ... Sigui {w;_} base de Es, is = 1...ns. Com que
{€ei, ® ... @ Wi, }iy=1, .n1:.5is=1..m, €S base de E1 @ ... ® E, la condici6 de la
commutativitat del diagrama determina f de manera dnica. i
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4 Contraccions tensorials

Sigui E un espai vectorial. Considerem 'espai (¥FE) ® (®"E*) de tensors k
vegades contravariants i r vegades covariants. Donat un parell d’indexs (4, j),
amb 1 <7<k, 1< j<r, considerem I’aplicacié

definida per
(1. oyl -y =Y ()11 ®.. 085 ®.. 00 N®... QY ®...QY,,
on els signes &;, §; indiquen que s’han suprimit z; i y;. Aquesta aplicaci6 és
multilineal. En virtut de la proposicio 1.6, existira una tnica
(e"E)® (e" E*) L (¢ ' E) @ (! E¥)
que fa commutatiu el diagrama
(e"E)e (e )
TT N/

Ex. B ExE x. 0. xB —L & (e'E)e (e EY).

Anomenarem contracci6 dels indexs (7, ), i designarem per C’;, el morfisme f
aixi construit.

Siej...e, ésbasede Eiel...e" laseva base dual, Cji» aplicard eg, ®...®
s, D€ @ ...e% en bs,y,€5 Q... 085, Q... 06, Qe ®...QEYR®...Qe",
on ds,q, és el simbol de Kronecker que val 0 si s; # u; i 1 si s; = u;. Sigui ¢ un
element qualsevol de ( QF E) ® ( Q" E*); t s’escriura

t=t e, ®...0e, @ ®...0e".
Es diu que #3127k son les components de ¢ en la base e; ... e,. Llavors
Ci(t) = Osyu,tih Sk es, ® ... 06, ®...Qe, R ®...QE Q.. .Qc".

Les components de Cj’:(t) seran, doncs, 8,,,,t5 5 . Es a dir, s’ha de fer

I'index s; igual a u; (perqué altrament Osiu; €8 nul) i sumar. Aix0 es pot posar
de la manera segiient:
Ztsl...(v)i...sk
wp.. (V)5 ?

v

on (v); vol dir que s’ha posat 'index v en el lloc i.
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5 Tensors simétrics 1 antisimétrics

Els conceptes de tensor simeétric i tensor antisimétric que anem a definir no-
més tindran sentit en tensors purs (totalment contravariants o totalment co-
variants). Situem-nos, per exemple, en el marc dels tensors contravariants.
Designem per S, el grup de totes les permutacions dels elements {1...7}. Do-
nat o € S, considerem ’aplicacié multilineal (que tornarem a designar per
0),0:E x.."). . xE — ®"E, definida per o(z1, ... Tr) = Ta(1) ® . @ T ()
En virtut de la propietat universal, existira una tnica ¢: "E — ®"E que fa
commutatiu el diagrama

Q"E
[ N°
Ex..xE L Q'E.

Per tal de no recarregar la notacio, fent abis de llenguatge, tornarem a designar
per o l'aplicacié 6. Definim la simetritzacio S i 'antisimetritzaci6 A com les
aplicacions lineals " F — ®"FE donades per

1 1
S=% Y o) AW = Y elo)alr),
g€S, o€S,
on (o) indica el signe de la permutacio o.

Definicié 1.7 Un tensor t € Q"E es diu simétric si és invariant per S, és a
dir, si S(t) = t. t es diu antisimétric si és invariant per A.

Proposici6 1.8 Sit € Imatge de S, per a tot T € S,. es compleix 7(t) = t.

DEMOSTRACIO. Tindrem t = S(u) = LY o(u). 7(t) = 5>, 7o(u). Posem

r! r!
o' = 70. Quan o varia en tot S, i 7 és fix, ¢’ varia en tot S,.. Per tant,

1
T(t) = ﬁza’(u) =Su)=t. B
Corol'lari 1.9 Designem per Sim, el subespai de ®"E format pels tensors
simétrics. Es compleix Sim, = Imatge de S.

DEMOSTRACIO.  La inclusié Sim, C Imatge de S és immediata, ja que si
t € Sim,., t = S(t). Provem la inclusié contraria. Sigui ¢ € ImS. En virtut de
la proposici6 1.8, tindrem

S(t) = %ZT(t):t. 1
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Proposicio 1.10 Si t € Imatge de A, per a tot 7 € S, es compleix 7(t) =
e()t.

DEMOSTRACIO. Anéloga a la de la proposicio 1.8. 1

Corol'lari 1.11 Designem per Ant, el subespai de ®"E format pels tensors
antisimétrics. Es compleix Ant, = Imatge de A.

DEMOSTRACIO. Analoga a la del corollari 1.9. I
Proposicio 1.12 Sit € S, es compleix ToA=AortiToS=So0r.

DEMOSTRACIO. Demostrem, per exemple, que To A = Ao71. Sit € Q"E,
tindrem

A(rt) = % Y ooelo)or(t) = %5(7) Yoo EloT)oTt
= e(1)A().

Ara bé, en virtut de la proposicié 1.10, TA(t) = e(7)A(¢) i, per tant, A(rt) =
T(At). 11

6 Producte exterior

Donat un espai vectorial F/, anomenarem r-éssima poténcia exterior de E el
subespai Ant, de ®" E de tensors antisimeétrics. Aquest subespai sera designat
d’ara endavant per A"E. Six; ...z, € E, designarem per z1 A...Ax, ’element
A(r1®...@x,) € ATE. En virtut de la proposicio 1.12, si 7 és una permutacio,
tindrem 7(z1 A ... Az) =TA(11 ®...Qx,) = A(T(x1 Q... ®xr)) = A(xT(l) ®
.. .®x7(r)) = T (). .. AZr(y. Combinant aixo amb la proposicié 1.10, tindrem

Ty AN ATy =T(@ A AT) = (T AL ATy

Aix0 té com a conseqiiéncia que si en un producte exterior hi ha dos vectors
iguals, el producte exterior és zero. Es a dir,

TIN...NTNAN...NxAN...x, =0.

En efecte, suposem que els vectors = que son iguals es troben en els llocs 7 i j
respectivament. Sigui 7 la transposicié que canvia ¢ en j, j en i, i deixa igual
tots els altres indexs. Evidentment,

I A AN AN AT, = T(@I AL ANTALCAT AL AT,
e(r)xr Ao AZA AT A AT,



16 1. Introducci6 al calcul tensorial

Com que (1) = —1, aix0 implica que 'element z1 A ... AZA...AZA... A2,
és igual al seu oposat. Per tant,

i N...ANxAN...NxN...Nx, =0.

Proposicié 1.13 A"E és un subespai vectorial de ®" E de dimensié (Z), on

n és la dimensio de E.

DEMOSTRACIO. Sigui ey . ..e, una base de E. Basta veure que e;; A...Ae;_,
per a i3 < ... < 1%,, constitueixen una base de A"E. Vegem en primer lloc
que generen A"E. En efecte, A(e;, ® ... ®e;, ), quan 4 ...%, varien de totes
les maneres possibles, generen Im A = A"E, ja que {e;, ® ... ®e; } és base de
®"E. Ara bé, els elements A(e;; ®...®e;, ) que tenen dos subindexs iguals son
nuls. Per tant, els A(e;; ®...®e; ), quan els i1 ..., varien de totes les maneres
possibles, essent indexs diferents, generen A" E. Ara bé, si 4y .. .14, no es troben
en ordre creixent, sigui 7 la permutacié que els posa en ordre creixent. Com
que
Aler(in ® ... Qeri,)) =e(1)A(en, ®... Q€ ),

els Ae;; ® ... ®e;, ) amb els indexs 4 ... 14, en ordre creixent generen A"E.
Provem ara que aquests A(e;; ® ... ® e;.) son linealment independents.
Suposem
Z )\il'“iTA(eil ®®62,) =0.

i1<-<~<7;7‘

Per definicié d’alternacio, a ®"F tindrem
Z Nt <ei1 ®R...Q€, = (altres termes permutats)) =0.
i1 <o <l

Ara bé, dins de ®" E, els altres termes permutats son diferents entre ells, i com
que els e;, ® ... ® e; amb els indexs variant de qualsevol manera séon base de
®"E (en particular, linealment independents), aixd implica que els A han
de ser nuls. 1

7 Contracci6 interior d’un element de A\"E* per
un vector v € F

Sigui E un subespai vectorial de dimensié n. Sigui r un nombre enter tal
que 1 <r <n. Siw € AN"E* iv € E, designarem per i(v)w l'element de
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®"~1E* donat per i(v)w = rC}(v ® w), on C} indica la contraccié tensorial
(1,1). L’element i(v)w, que més endavant demostrarem que és de A"~ 1E*
s’anomena contracci6 interior de w per v. Observem, primerament, que com
que A"E* C @ E*, v@w pertany a E®(®"E*), i C](v®@w) pertany a @~ E*.
Demostrem ara que si 6%,62,...,6" séon r elements de E*, es compleix

i) A AOT) = i(—l)i“ei(u)el ANGEA L NG

i=1
En efecte, per definicié de producte exterior, tenim
1 o(1) o(r)
O AL = Z )0V .. 20,
oeS,

Per tant,

i) (O AL AT = %Zs(U)C% (v 20°V ... 9U<T>)

_ ' Z 00(1) 30(2) ®...0 90(7‘) ]
(r—1)
oeS,

Per a cada i € A, = {1,2,...,7} considerem els termes del sumatori ) g
anterior per als quals o(1) = 4. Anomenem f; laplicaci6

A ={12,...,r =1} —m A, ={1,2,...,7}

que aplica 1,2,...,7—1en1,2,...,1,...,r respectivament. La imatge de f; és
A, —{i}. Per acada o € S, amb U(l) i, considerem la bijecci6 « de A, — {3}
que aplica 0(2),...,0(n) en 1,2,...,4,...,n posats en 'ordre natural. Sigui 7
la bijecci6 de A,_; definida per 7 = f o a‘l o fi:

-1

fi . a1 . fl
Ar,1 — A — {Z} — Ar — {’L} — Ar,1
{(1,2,...,0,...7} = 0(2)...0(r)}
Per relacionar el signe de o com a permutacio de A, i el de 7 com a permutacid
de A,_1, observem que quan i = 1, g(o) =e(r),ique quani =2, (o) = —&(7).
En general, e(0) = (—1)""te(7). De la definici6 de 7 es té, obviament, f;7 =
a~1lf;. Per tant, fi7 aplica 1,...,7 — 1 en 0(2),...,0(r). Després de tot aixo,

doncs, podem descompondre el sumatori ) g de la manera segiient:
\
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—~

OrN...07) =

i(v)

7 7 1 iT iT(7r
(=1)"16% (v) ; o= 1)!5(7)91‘1 Dg.. @eirn
TESr—1

I
'M*

s
Il
-

(=)0 ()0 A AGIA . AET) .

I
'M*

Il
—

2

Aquesta formula prova, a més, que quan w és de la forma ' A...A0", i(v)w
pertany a A""'E*. Com que A"E* esta engendrat per elements de la forma
O AL AO7, i(v)w és de A"TLE* per a tot w € ATE*.



Capitol 2

Geometria diferencial de R”

1 Camps vectorials en un obert U de R"

Sigui U un obert de R™. Un camp vectorial X sobre U consisteix a assignar a
cada x € U un vector Xm de R". Sovint, si z = (x!,...,2"), escriurem indis-
tintament X, i X (z',...,2™) si ens convé posar de manifest les coordenades
de z. Si €] ...€, ésla base canonica de R", tindrem

i=1
on les X%(x!,... 2") sén funcions ordinaries sobre U. Direm que el camp és
de classe C" o de classe C™ si totes les funcions X%(x!,... ,2") son C" o C™

respectivament. Si p és un punt de U i f una funcio diferenciable (al menys de
classe C') definida en un entorn de p, designarem per X, (f) el nombre real

0 =35 (55)

=1

Si f és una funcié definida a tot U, designarem per X (f) la funcié p — X, (f).

Proposicié 2.1 Si X iY sén dos camps sobre U i X,(f) = Y,(f) per a tot f,
llavors X, =Y.

DEMOSTRACIO.  Basta observar que X,(z%) = Y,(z%), on 2’ és la i-éssima
funci6 coordenada. Aixo es pot escriure X;, =Y, i, per tant, X, =Y. I

19
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2  Grups uniparameétrics locals

Donat € > 0, designarem per I. 'interval obert (—¢,¢) de R.
Un grup uniparameétric local de transformacions de R", de classe C", és
una aplicacio

o  I.xV —— R"
(t,x) — (tx) = pi(x)

on V és un obert de R", que compleix:
1) ¢ és de classe C" (observeu que I. x V és un obert de R"*1).

2) Per a tot t € I, aplicacié @ — ¢¢(z) és un difeomorfisme de classe C”
de V en (V).

3) Sit,s,t+s €l isix, ps(x)eV,llavors
Prrs(T) =1 (%(95)) .

4) ¢q 6és la identitat de V en V.

Motiu del nom. En el cas que I. fos tot R, 1V tot R", per a cadat € R
tindriem una transformacio de R" (un difeomorfisme) x — ¢;(x), i es compliria
Virs = P 0 s, 6s a dir, tindriem un grup de difeomorfismes parametritzat per
R, t— Dt-

D’ara endavant, per comoditat, suposarem que els grups uniparamétrics
dels quals parlem sé6n C°.

A tot grup uniparamétric local

o . xV —R",

se li associa el camp vectorial X sobre I'obert V' que en cada punt z € V val

(dvctlix) )t:O ’

que evidentment és C*° si ¢; ho era. La segiient proposicié ens diu que, re-
ciprocament, tot camp procedeix d’un grup uniparamétric local per aquest
procediment.

Proposicio 2.2 Sigui X un camp vectorial sobre un obert U de R™. Fixat
un punt xog € U, existeix un entorn V de xy i un grup uniparamétric local
de transformacions p:I. x V. — R, tal que el camp sobre V corresponent a
aquest grup uniparamétric local és X.
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DEMOSTRACIO.  Siguin X%(x!,...,2"), i = 1...n, les components del camp

X en la base canonica de R". Considerem el sistema d’equacions diferencials

ordinaries )
de” »
:Z =X'(o'(t),...,¢"(t) i=1...n.

Pel teorema d’existéncia i unicitat de solucions i dependéncia diferenciable

de les condicions inicials, fixat o € U, existiran ¢’ i § > 0 tals que per a

tot * = (z!,...,2") que compleixi |x* — x| < §, existeix una tnica soluci6
©'(t,z) del sistema, diferenciable en t i x, definida per a |[t| < & i tal que
©'(0,21,...,2") = 2. Prenguem V' = {z tals que |z* — z}| < 6} i definim la

nostra ¢: I, x V! — R" per (t,z) = ('(t, ).

Per tal de provar que es compleix 3) de la definicié de grup uniparamétric,

fixem s i considerem _ ]

f[r@) = $t+s,2)

g'(t) = ¢t ps(x)) .
Pel fet de ser solucions del mateix sistema amb les mateixes condicions inicials,
hauran de coincidir.

Obviament g = id.

Per 3) tindrem ¢; o ¢_; = ¢y = id. Aixo ens diu que p_; és la inversa
de ¢; en els punts z en qué ¢_; € V' i ¢i(z) € V’. Sigui V un entorn de
xo contingut a V' i e < ¢ tals que ¢_4(x) € V' i ¢ (x) € V' per a qualsevol
x € V i qualsevol ¢ tal que [t| < e. Llavors ¢: I. x V — R" complira totes les
condicions. [

3 Derivada covariant i claudator de dos camps

Siguin X 1 Y dos camps vectorials diferenciables en un obert U de R". Es
defineix la derivada del camp Y respecte al camp X com el camp que assigna a
cada punt p € U la derivada direccional de Y en la direccié de X, i es designa
per VxY. Sigui ¢ — x(t) una petita corba tal que z(0) = p i que tingui X,
com a vector tangent en el punt p (#(0) = X,). Llavors

(Vx¥), = SV @ (0,0 1),y = > (%)px;.

i=1

Una observacié important és que per condixer (VxY'), només cal condixer X,
i conéixer Y sobre una petita corba que passi per p i tingui X, com a vector
tangent en aquest punt. Es a dir, no cal que coneguem X, Y en tot un entorn
de p.
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Es defineix el claudator de dos camps X, Y com el camp donat per [X,Y] =
VxY — Vy X, ies designa per [X,Y].
Siejp...e, ésla base canonica de R", tindrem

per la qual cosa es té

=S8 (0 G v )

De les definicions es desprenen immediatament les segiients propietats de
la derivada covariant i del claudator:

1 VX1+X2Y VX1Y+VX2

2 Vx(yl-i-YQ) VxY +VxYs.
4 Vx(fY) (f)Y+fVXY.

( (X, )) =g(VzX,Y)+g(X,V2Y), on g és el producte escalar ordi-
nari de R". (Tingueu en compte que si X,Y son camps, g(X,Y) és una
funcié. Llavors Z(g(X, Y)) vol dir Z aplicat a la funcié g(X,Y).)

)
)
3) VixY = fVxY, on f és qualsevol funcio.
)
)

5

6) [X1+ X, Y] = [X1,Y] + [X5,Y].
7) [X,Y] = —[Y, X].
8) [X,[Y; 2] + [, 12, X]] + [2,[X,Y]] = 0. (Jacobi)
Proposici6 2.3 Si f és una funcié, es compleix
[X,Y)(f) = X (Y(f) - Y (X)) -

DEMOSTRACIO.

> X aii (Yj%) -

- LY of oy OPF
= 2 ozt dzi +ZX Y Ozridxs

X(Y(f))

,J
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Per tant,

OV -8Xj) of
oxd "’

X(Y() ~Y(X(N) =Y (X' G ¥

(2]

ja que els termes en les derivades segones es destrueixen (miracle!). Aixi la
proposicié queda provada. I

4 Aplicacié lineal tangent i interpretaci6 del clau-
dator

Si ¢ és una aplicacio diferenciable d’un obert U de R™ en R™, ¢: U — R™, i
p € U Taplicaci6 lineal tangent de ¢ en el punt p (que es designa per (dy)p,
per (p.), o per ¢'(p)) és Paplicacié lineal R" — R™ que té com a matriu
(0p?/027), en les bases canoniques de R™ i R™.

Siguin X 1 Y dos camps vectorials definits en un obert U de R". Fixem
un punt p € U. Sigui ¢, el grup uniparameétric local associat al camp X en un
entorn de p. Es pot provar (ho deixem com a exercici de calcul) que

!
(X, Y], = lim = (Y,, - w;(w_t(p))YWt(p)) :

5 Formes diferencials i diferencial exterior

Una p-forma diferencial ¢ en un obert U de R™ consisteix a assignar a cada
x € U un element ¢, € AP(R")*. Per comoditat de notacio, posarem indis-
tintament ¢, ¢(z) o bé p(x!...2"). Siey...e, & la base canonica de R" i

el...e” la base dual, tindrem

0r =zt 2" = Z Qi (2T AL Ae (2.1)
i1 <...<ip

1
on @, i, (z ..

ponents de .

La forma ¢ es diu diferenciable (de classe C”) si totes les seves components
son diferenciables (de classe C").

Si f és una funci6 diferenciable definida sobre U, s’anomena diferencial de
f, 1 es designa per df, la 1-forma diferencial que a cada punt xy € U li assigna
I'aplicacio lineal de R™ a R (element del dual) que a cada (v!,v?,...,v") de
R" li fa correspondre l'escalar (0 f/0x%),,v* (derivada de f en el punt zy en

.x™) sén funcions ordinaries de z! ... 2™, que s’anomenen com-
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la direcci6 del vector #). Si expressem df en funci6 de la base dual {e'} de la
base canonica {e;} de R", tindrem:

df Z axz

Aplicant aquesta definici6 a una funcié coordenada, z7, es té dzd =3, §;;¢" =
e’, per la qual cosa tindrem

(2.2)

L’expressio (2.1) d’una p-forma ¢ s’escriura, doncs, de manera equivalent,

Z @iy i (@)dx™ AL A date (2.3)

i1 <. <ip

A vegades resulta incomode sumar només els indexs 4 ...%, ordenats de
manera creixent. Observem, pero, que de moment, les components ;. ;,
només estan definides quan i; < ... < .

Convindrem que ¢;,.;,, per a indexs qualssevol, és zero quan hi hagi dos
indexs iguals. Si 4y ..., son diferents, siguin j; ... j, els mateixos indexs or-
denats de menor a major. Llavors convindrem que ¢, .., = $@;,..;,, on el
signe + és precisament el signe de la permutaci6é que fa passar de 7;...%, a
Ji...Jp. Amb aquesta convencié ©iy...i, esta definit per a tot sistema d’indexs
i és antisimeétric en els indexs. Llavors tenim:

Y = Z ij1...jpdxj1 /\/\diL’jp =

Jji<.. <jp

= p'z ngh A...Adx'

21—

Per veure aquesta ultima igualtat, basta observar que a I’altim membre, quan

hi ha dos indexs iguals, el terme corresponent és zero, i quan els 4 ..., sén

diferents, llavors el canvi de signe que es fa per passar de ¢;,..;, a @j,..;, ¢s el

mateix que el que es fa per passar de dx" A ... Adzx' a dx?* A... Adxi».
Resumint,

1 ) )
p= —'@il___ipdx“ AL o A\dx' (2.4)
p!
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amb les ®iy...i, antisimetriques en els indexs. (Hem omitit el sumatori, tal com
varem convenir al capitol 1.)

Si ¢ és una p-forma diferencial expressada com (2.4), es defineix la diferen-
cial exterior de ¢, que es designa per dp, com

de = dap“ A e S

Tenint present 'expressio de la diferencial d’una funcio, es té

1 0g;, ..

dip = ol oz

ZEt god A dat AL LA date (2.5)

Ara bé, els coeficients 0p;, i, /027 no sén antisimétrics en j,{il .. .4ip, i per
tant, no seran les components de dp. Observem que com que dz? Adz** A...A
dx' si que és antisimétric, es tindra

_ . . 1 ;
dz? Ndxz" AL ANdx'? = G fﬁl :ﬂd:ckl AL AN daFeer (2.6)

Jit..

oney vol dir 0 quan a ky ... k,41 hi ha dos indexs iguals o quan a ji1 .. .4,

k: p+1
hi ha dos indexs iguals o quan els conjunts {jir...ip}i{k1 ... kp} son diferents.
Quan aquests conjunts coincideixen, &7 k ,;"H vol dir el signe de la permutacio

que fa passar de jiq...ip a k1 ... kpp1. Substituint (2.6) a (2.5) obtenim

1 1 0
ton G B e
Observem, doncs, que les components de dp —ara si, antisimétriques en els
indexs— sén

o 1 711 a(pil~'~ip
(dw) kpy1 — H p+1 6l’j . (28)

Una propietat important de la diferencial exterior que es dedueix directa-
ment de la definicio (2.5) és la segiient: si ¢ i son dues formes diferencials de
graus respectius p i ¢, es compleix

dleANY)=dp ANp+ (=1)Po Ady.

Una altra propietat important és que per a qualsevol p-forma ¢ es té d(dy) = 0,
és a dir, d2 = 0. En efecte,

1 0%, .
o= — ST Ak ndad A da® A A da'
p! Ozkox
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i 82901»1,,% /81:’“8953 és simétric en k,j, mentre que daz* A da? és antisimétric
en els mateixos indexs. Sempre que es produeix una situacié com aquesta,
I’expressio s’anulla. En efecte,

020, i ,
L"'L?dmk A dx? = (canviant de nom els indexs, que sén indexs de
< Oxk Oz
k,j
82%‘1 i j D%@i,..i ;
sumacio) = — T gyl Adat = =) T R gk A dgd
) = OxI dxk = OxI Oxk

I si un element d’un espai vectorial és igual al seu oposat, aquest element és
nul.

6 Imatge inversa d’una p-forma per una aplicacio

Sigui f una aplicaci6 diferenciable d’un obert U de R" en R™, f:U — R™.
Si anomenem (z'...2") les coordenades canoniques de R™ i (y!...y™) les de

R™, f s’expressara aixi:
y=fiat. 2™, i=1...n. (2.9)
Sigui ¢ una p-forma sobre R™,

1 . )
gp = 17!()0111[) (y)dyll VANRAAN dylp .

Si en aquesta expressio se substitueixen les y per les seves expressions (2.9) en
funci6 de les z, s’obtindra una p-forma sobre U que s’anomena imatge inversa
de ¢ per f ies designa per f*(¢). Com que dy* = (9f"/0x7)dz?, tindrem

* 0 i 0 ip . .
@) = vir.a, (f(as)) aijl e 8£jp dr?* N ... N ddr .

p!

Fixem-nos que en aquesta expressio els coeficients no sén antisimétrics en
Ji-..Jp. Sies vol una expressié amb coeficients antisimétrics, pel mateix pro-
cediment utilitzat a I’apartat anterior, tindrem

— l(l J1i---Jp afil @ )
- p! \pl ki kp uit * 7 Qadp Piy...

Proposicié 2.4 f*(de) = df*(p).

[ () i (f(ac)))dack1 Ao Ndahe

DEMOSTRACIO. Calcul immediat. |



Capitol 3

Corbes i superficies de R’

1 Corbes

1.1 Definicio, vector tangent, parametre arc

Una corba parametritzada de R* és un parell (V,Z), on V és un interval de R
i & és una aplicacio
iV — R
t — Z(t)

diferenciable i tal que d#(t)/dt # 0 per a tot t € V. El vector dZ(t)/dt s’ano-
mena vector tangent en ¢t. A vegades designarem per (t) el vector dZ(t)/dt.

Siaibson dos elements de V', el nombre f: ||z (¢)||dt s’anomena longitud de
Parc de corba comprés entre x(a) i x(b). Justifiquem aquesta definicio. Sigui
a =1ty <t <...<ty,=>una particié6 de 'interval [a,b]. La longitud de la
poligonal determinada pels punts x(ty), z(t1),. .., x(t,) és, Obviament,

n 3
Z [2(t:) = 2(ti)ll = Z Y (@) — @i (tio1))” .

j=1
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on «;, B;,7; son punts compresos entre t;_1 i t;. Per tant,

> llE(t) = #(tia) ||—Z\/w1 V2 #2507+ (30)2 (1 — tia) -

D’aqui es desprén que 'extrem superior de les longituds de totes les poligonals
corresponents a particions de [a, b] és (per definici6 d’integral) f: |Z(t)]|dt.

Siguin (V, Z) i (V', ) dues corbes parametritzades de R*. Direm que aques-
tes dues corbes sén equivalents si existeix un difeomorfisme

w: V— V
t—  u(t)

tal que Z(t) = y(u(t)) (o sigui, & = g o u). El difeomorfisme u ’anomenarem
canvi de parametre. Si (V,Z) és una corba parametritzada de R® i to és un
punt arbitrari de V', anomenem s(t) la longitud de I’arc de corba comprés entre
x(tp) 1 x(t), és a dir,

- / ()]l dé (3.1)

Com que ds/dt = ||&(t)|| > 0, (3.1) donara un canvi de parametre. El parametre
s aixi definit s’anomena parametre d’arc. Si reparametritzem la corba Z(t) per
larc s, tindrem ||dZ(s)/ds|| = 1. En efecte, dZ/ds = (dZ/dt)(dt/ds). Pero
dt/ds =1/(ds/dt) = 1/||&(t)||. Per tant, ||dZ/ds| = ||dZ/dt||/||dZ/dt|| = 1.

El parametre arc depén, en principi, de la parametritzaci6 inicial Z(t) uti-
litzada i de l'origen ¢y que s’hagi pres. Siguin s i s’ dos parametres arc de la
mateixa corba. Tindrem d¥/ds = (dZ/ds’)(ds’/ds). Prenent normes, deduim
que |ds’/ds| = 1. O sigui, ds’/ds = +1. D’on, s’ = +s+ constant. Aixo equival
a fer un canvi d’origen de s i a canviar, possiblement, el sentit de recorregut
de la corba. Per tant, en la definici6 del parametre arc hi ha aquestes dues
indeterminacions. De fet, el raonament anterior mostra que per a qualsevol
parametre u que compleixi ||dZ(u)/du|| = 1 es té u = +s + constant, on s és
un parametre arc. Per tant, u és un parametre arc.

1.2 Ordre de contacte

Siguin (V,Z) i (V',#) dues corbes parametritzades de R®. Suposem que V N
V' # (. Sigui tg € V N V'. Una primera definici6 intuitiva d’ordre de contacte
és la segiient: direm que (V,Z) 1 (V’,¥) tenen un contacte d’ordre > r a t si el
limit de (Z(t) — ¥(t))/(t — to)" és zero quan ¢ tendeix a tg. Aixo vol dir que el
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numerador és un infinitesimal més gran que (t —tp)” en el punt tg. Obviament,

llavors també s’anullara el limit de (£(t) — ¢(t))/(t — to)* per a tot k tal que
0 < k <r. Utilitzant la regla de 'Hopital per a les components de Z(t) — 7(t)
es veu immediatament que la definicié anterior equival al fet que Z(tg) = ¥(to)
i que les r primeres derivades de #(t) i de ¢(t) en el punt ¢y coincideixin.

Direm que (V,Z) i (V’,¥) tenen un contacte d’ordre exactament r en el punt
to € V NV’ si coincideixen totes les derivades de Z(t) i de ¢(¢) en el punt g
fins a l'ordre r, perd no coincideixen les d’ordre r + 1. Dit d’una altra manera,
quan tenen un contacte d’ordre > r i no tenen un contacte d’ordre > r + 1.

Malauradament, aquesta definicié6 depén de les parametritzacions particu-
lars de les dues corbes. Per exemple, la parabola #(t) = (t2/2,t,0) i la circum-
feréncia ¢(t) = (1 — cost,sint,0) tenen un contacte d’ordre 2 en t = 0 ja que
coincideixen les derivades a 'origen de totes dues corbes fins a I'ordre 2, pero
les derivades d’ordre 3 a I'origen sén diferents. En canvi, si fem el canvi de pa-
rametre t = u — u3/6 a la parabola i deixem la circumferéncia amb la mateixa
parametritzacié que tenia abans, les corbes Z(u) = ((u — u3/6)%/2,u — u?/6,0)
i (u) = (1 — coswu,sinu,0) tenen un contacte d’ordre 3 en el punt u = 0.

Adoptarem una definicié d’ordre de contacte que no depengui de les parame-
tritzacions particulars de les corbes. Siguin, com abans, (V,Z) i (V',¥) dues
corbes parametritzades de R*, amb V NV’ # 0, i suposem que per a un
to € VNV’ esté x(tg) = y(to). Parametritzem les dues corbes per un parametre
arc s de tal manera que el punt p = z(tg) = y(tp) correspongui al parametre
s = 0 de les dues corbes (recordem que ’arc queda determinat llevat de 1’eleccio
d’origen i de sentit de recorregut). Direm que les dues corbes tenen un contacte
d’ordre r > 1 en el punt p quan es pot elegir un sentit de recorregut de les
dues corbes de manera que quan es pren a cada una d’elles el parametre arc
s determinat per aquest sentit de recorregut i per I'origen p, ambdues corbes
tenen un contacte d’ordre 7 > 1 en el punt s = 0. Observeu que com que
suposem 7 > 1, les dues corbes tindran el mateix vector tangent en el punt
s = 0 i, per tant, “el mateix” sentit de recorregut.

1.3 Curvatura i torsi6é. Formules de Frenet

Sigui Z(s) una corba parametritzada per I'arc. El vector tangent T'(s) = dZ/ds
té norma 1, tal com hem vist. Aixd s’escriu g(T'(s),T(s)) = 1, on g és el pro-
ducte escalar usual de R®. Derivant respecte a s la identitat anterior, tindrem
29(dT'/ds, T) = 0, la qual cosa ens diu que el vector dT'/ds és perpendicu-

lar a T per a qualsevol valor de s. Quan df/ ds és no nul, el vector unitari
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N = (dT'/ds)/||dT'/ds|| s’anomena normal principal. Tindrem, doncs,

I )N (),

amb p(s) = ||dT'/ds||. El nombre p(s) s’anomena curvatura de la corba en s.
Observem que p(s), per definicio, és sempre positiu. Quan df/ds =0, N(s) no
esta definit, perd direm que p(s) és nul en aquest cas. El significat geometric
de p(s) ve donat pel resultat segiient.

Teorema 3.1 Sigui Z(s) una corba de R? parametritzada per I'arc. Sigui so un
valor qualsevol del paramétre s. Si p(sg) # 0, existeix una tnica circumferéncia
de R? de radi R = 1/p(s0) que té amb la corba Z(s) un contacte d’ordre > 2
en sg. El radi R d’aquesta circumferéncia s’anomena radi de curvatura de Z(s)
en sg, i el seu centre, centre de curvatura.

DEMOSTRACIO. Per comoditat, fem un canvi d’origen en el parametre s, u =
s — S0, de manera que sg passi a ser el nou origen. Sigui () la circumferéncia
que busquem. Les condicions z(0) = y(0), £(0) = ¢(0), #(0) = §(0) comporten
que la tangent i la normal principal a I’origen de la circumferéncia que busquem
siguin les mateixes que les de la corba Z(u). Per tant, si N és la normal principal
de #(u) en u = 0, el centre de la circumferéncia que busquem ha d’estar sobre
la recta Z(0) + AN. Per tant, aquesta circumferéncia, parametritzada per 'arc,
sera
7(u) = #(0) + RN — Rcos %J\_f + Rsin %f,

d’on
U = U =
"(u) =sin =N + cos =T
y'(u) 7 7
1 u = 1 U
/! —— 7N @i
Y (u) B R 7S g
Tindrem y'(0) = T, 3" (0) = N/R. Com que z”(0)
1/R. 1
Els valors s del parametre per als quals df/ ds # 0 s’anomenen regulars. Si
so €s un valor regular, existeix un entorn de so format per valors regulars. Si
s és regular, el vector normal principal N(s) esta definit, i si s no és regular,
N(s) no esta definit.
En els punts regulars s’anomena binormal el vector B(s) unitari de R?
caracteritzat per la condici6 que {T( ), N(s),B(s)} és una base ortonormal

positiva de R®, B = TA N on T A N indica el producte vectorial de 71 V.

= p(0)N, tindrem p(0) =
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El que direm a continuaci6 es refereix només a intervals I en qué tots els
valors s € I son regulars. Observem, en primer lloc, que el vector dB /ds
ha de ser perpendicular a B. En efecte, derivant respecte a s ’expressio
g(B(s), B(s)) = 1, obtenim 2g(dB/ds, B) = 0. Derivant g(T, B) = 0, obte-
nim g(dT/ds, B)+ g(T,dB/ds) = 0. Pero g(dT'/ds, B) = p(s)g(N, B) = 0. Per
tant, dB/ds és perpendicular a T'. Aixi doncs, com que dB/ds és perpendicular
a T i B, haura de ser un miultiple escalar de N. Posem

L’escalar 7(s) s’anomena torsio. Per interpretar geomeétricament aquest nom-
bre, observem que si 7(s) és idénticament nul, llavors B és constant (no depén
de s). El subespai vectorial engendrat per T'(s) i N(s) (que és perpendicular
a B(s)) és llavors constant. Anomenem FE aquest subespai. Sigui sp un valor
qualsevol de Uinterval I. Provem que g(z(s) —x(sg), B) = 0 per atot s € I. En
efecte, dg(z(s) — xz(so), B)/ds = g(T(s), B) = 0. Per tant, g(z(s) — x(so), B)
és constant. Ara bé, quan s = sg aquest producte escalar és nul. Per tant,
g(x(s) —x(s9), B) = 0. Aixo indica que z(s) —x(sg) € E per a qualsevol s € I.
O sigui, #(s) € #(sp) + E. Veiem, doncs, que la corba Z(s) esta continguda en
el pla #(sg) + E. Aixi, doncs, si 7(s) s’anulla idénticament, Z(s) és una corba
plana. El reciproc és immediat.

Derivant la identitat g(N(s), N(s)) = 1 s’obté que dN /ds és perpendicular
a N(s). Per tant, dN /ds és combinacio lineal de T i B. Posem

dN
— =aT + 6B.
ds

a = g(dN/ds,T) = —g(N,dT/ds), ja que dg(N,T)/ds = 0. Per tant, o =
—g(N, dT/ds) = —pg(N, N) = —p. Analogament,

B8 =g(dN/ds,B) = —g(N,dB/ds) = —1g(N,N) = —7.
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Per tant, dN/ds = —pT — 7B. Resumint, tenim

di(s) =
ds ()
) p(s)¥(s)
I p()T(5) ~ 7(5)B(s)
dB .
T 7(s)N(s)

Les expressions (3.2) s’anomenen formules de Frenet.

Per calcular la curvatura i torsi6 d’una corba per mitja de (3.2)

s’ha de

parametritzar la corba pel parametre arc, s. Per tal d’evitar aixd, donarem
un meétode practic de calcul de curvatura i torsi6 d’'una corba, quan es parteix

d’una parametritzacié qualsevol.

Proposicié 3.2 Les expressions

212 12) Az
2 (£)]1~° det (2(t), £(t), & (t))

sén invariants per canvi de parametre.
DEMOSTRACIO. Fem un canvi de parametre ¢t = t(u). Tindrem

dZ(t(u)) dF dt  dPa(t(u)  dPz (dt>2 dz d*t

du  dt du’ du2  di?2 \du dt du?”
Per tant,
dv  d’x dt\* dz d*z
A== =A==
du  du? du) dt  dt?
Finalment,

[l I =l

Un calcul analeg mostra que la segona expressié de la proposicié és invariant

per canvi de parametre. i
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Corollari 3.3 Si Z(t) és una corba parametritzada per un parametre t qual-
sevol, la curvatura p(t) i la torsié 7(t) en el punt Z(t) vénen donades per

p(t) =[£I~ [l2(£) A ()]l
o(t) = ~det (&(1), #(t), 7 (1))
() A )2

DEMOSTRACIO.  Si fem el canvi de parametre ¢ = ¢(s), on s és el parametre
arc, tindrem [|2(t)[|~*(|2(t) A 2(t)|| = |l2(s)]|7*2(s) A &(s)]. Perd [|i(s)]| =11
(s) Ni(s) =T (s) A p(s)N = p(s)T A N. Per tant,

&7 lat) Azl = [p(s)] 1Bl = |p(s)]-

Ara bé, com que la curvatura és sempre positiva (per definicio), |p(s)| = p(s).
L’expressio de la torsié s’obté de manera analoga. i

1.4 La curvatura i torsié determinen la corba, llevat de
desplacaments de R?

Teorema 3.4 Sigui V' un interval de R. Donades dues funcions continues p
i7 deV aR, donada una referéncia fixa de R>, {z0; €1, e2,e3}, ortonormal
i positiva, 1 donat un sg € V, existeix una tunica corba parametritzada de
R?, #:V — R?, i tres tniques funcions vectorials diferenciables, T:V — R3,
N:V = R?, B:V - R?, tals que:

1) Per a cada s € V els vectors {T(s), N(s), B(s)} constitueixen una base
ortonormal positiva de R3.

2) La referéncia {x(sg); T (s0), N(s0), B(s0)} coincideix amb {xo;e1,ea,e3}.
3) Es compleixen les equacions (3.2).

DEMOSTRACIO.  Per comoditat de notaci6 anomenem eq(s), ea(s),es(s) els
vectors T'(s), N(s), B(s). Escrivim (3.2) en la forma

dz o
=Y )

de;

%—;#ww»
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on 0'(s) =1,6%(s) = 0,63(s) =01 (w!(s)) és la matriu antisimétrica

0 —p O
p 0 7
0 —7 0

Posem #(s) = Y. 2%(s)é;, €i(s) = aF(s)ék, on {e1,e2,e3} és la referéncia fixa
donada. El sistema diferencial vectorial anterior equival al sistema segiient de
12 equacions escalars:

Comencem integrant el sistema lineal dal/ds = waai. La continuitat de

les funcions wf(s) és suficient per assegurar l'existéncia d’una tnica soluci6
amb les condicions inicials ai(so) = Jgj. Observem que aquest sistema es
descompon en tres sistemes de la forma da;/ds = Y wFay, obtinguts fixant
I'index superior j. A la practica, doncs, hem d’integrar tres vegades el mateix
sistema amb condicions inicials diferents. Una vegada determinades les a¥(s),
podrem integrar el sistema dz’/ds = Y a% 6, on el segon membre sera conegut.
Tindrem

z'(s) = /S Zai(s)@k(s)ds +C°,

on les constants C? es determinen de manera que z°(sg) = z}.

Si posem €;(s) = 3" a¥(s)éx, hem de provar que {&1(s), €x(s), €3(s)} és base
ortonormal positiva de R® per a tot s. Indiquem per ¢ el producte escalar
usual de R?. Designem per g;;(s) el producte escalar g(e;(s),e;j(s)). Tindrem

dgij dei dej k k
a5 = 9Cgs e Folen ) = D wions + D Ko

Les funcions g;;(s) son, per tant, solucions del sistema segiient:

dgij k k
s = > wlgk + ) Wik

amb les condicions inicials g;;(so) = 6;;. Ara bé, com que les funcions constants
9ij(s8) = 0;; constitueixen una solucio trivial d’aquest sistema amb les mateixes

J
i

condicions inicials, ja que la matriu (w; ) és antisimétrica, pel teorema d’unicitat
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de solucions tindrem g;;(s) = d;;. Aixo prova que {ei(s), ea(s),e3(s)} és base
ortonormal per a qualsevol valor de s.

Provem que aquesta base és positiva. Indiquem per det(eq(s), ea(s), e3(s))
el determinant d’aquests vectors respecte a la base fixa ey, eo, e3. Tindrem

di det (e1(s), ea(s),es(s)) = det(%,eg, es) + det(eq, @
s s

ds -€3)

de i
+det(eq, e, d—;) = (Zwlb) det(e1, ez,e3) =0,

ja que la matriu (w]) és antisimétrica. Per tant, det(ei(s),ez(s),es(s)) no
depén de s. Com que aquesta funcié val 1 quan s = sg, ha de ser constantment

igual a 1. Per tant, la base és positiva per a qualsevol valor de s. i

2 Superficies

2.1 Exemples i definicio

Una esfera de radi r centrada a origen de R? es pot parametritzar pels angles
@ 16 dela figura 3.1, de la manera segiient:

x = 1 cosf cosy
y = rcosfsiny
z=rsinf .

Si volem parametritzar un tor, podem procedir de la manera segiient. En el
pla de les coordenades (r, z) considerem una circumferéncia de radi a centrada
en el punt (rg,0). Suposem a < 9. Podem parametritzar-la per Pangle ¢ de
la figura 3.2, de la manera segiient:

T — 1T = aCoSY
z=asiny.

Si ara fem girar el pla (r, z) a 'espai, entorn de eix de les z, la circumferéncia
anterior engendrara un tor. La posicio del pla (r, z) a ’espai vindra determinada
per l'angle 0 entre l'eix de les x i I'eix de les r. La circumferéncia anterior, a
I’espai, s’escriura

x = (ro + acos ) cosf

y = (ro+acosy)sind

z=asiny,
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Figura 3.1

Figura 3.2
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que constitueixen les expressions parameétriques (en funcié de ¢ i6) d’un tor. En

aquests dos exemples, el que tenim en realitat és una aplicacio (¢, ) EN (x(cp, 0),
y(,0), z(,0)), on (p,0) varien en una certa regié de R”.

Anomenarem superficie parametritzada de R® un parell (U, f), on U és
un obert de R? i f una aplicacio U — R?, diferenciable, injectiva i tal que
laplicaci6 lineal tangent f’(u) en cada u € U és injectiva. L’esfera i el tor
anteriors no compleixen ben bé aquesta definicié ja que, per exemple, a |’esfera,
quan ¢ = 5 s’obté el pol nord, independentment del que valgui ¢. Per tant,
I’aplicacidé f pot no ser injectiva segons el domini U que es prengui per fer variar
(©,0). Arabé, siespren U = {(p,0) talsque -5 < 6 < 7,0 < ¢ < 27}, llavors
(U, f) compleix les propietats exigides, si bé llavors no s’obté tota ’esfera, sino
només un tros.

2.2 Espai tangent en un punt i camps vectorials

Sigui (U, f) una superficie parametritzada de R®, f:U — R®. Fixem un punt
ug € U. Sigui t — u(t) una petita corba diferenciable de U que passi per
up. Suposem u(0) = wg. f(u(t)) sera una petita corba de la superficie, que
passara per f(ug). Veurem que el conjunt E de vectors de R? tangents a corbes
d’aquesta mena en el punt de parametre ¢ = 0, constitueix un subespai vectorial
de R? de dimensi6 2, que s’anomena espai tangent a la superficie en el punt
f(up). En efecte, el vector tangent a la corba f(u(t)) en el punt ¢t = 0 és

df(u(t) | of du’
() =) )L e

Ara bé, (8f/0u)y, i (8f/0u?),, son tangents a les corbes t — f(ul + ¢, u)
it— f(up,u? + t) respectivament. Per tant, son de E. L’expressio (3.3) ens
diu que tot element de E és combinacio lineal de (9f/0ul)y, i (8f/0u2)y, -
Reciprocament, tota combinacié lineal S A (8f/0u’),, és vector tangent a la
corba t — f(ud + A, u? + \?t). Aixi doncs, E és el subespai de R? engendrat
per (8f/0ul)u, i (F/0u2)u,, que sén linealment independents ja que f/(ug) és
injectiva. D’ara endavant, posarem S = f(U) i designarem per T, (S) l'espai
tangent en el punt f(u).

Un camp vectorial X de R® amb suport a S consisteix (per definicié) a
assignar a cada f(u) € S = f(U) un vector X,y = (X' (u), X*(u), X?(u)) de
R?. El camp es diu diferenciable quan les funcions X?(u', u?) ho son. Un camp
vectorial X de R® amb suport a S que compleixi la condicio X Fu) € Trewy(S)
per a tot u € U es diu camp vectorial de S.
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2.3 Primera forma quadratica fonamental

Sigui f:U — S = f(U) C R® una superficie parametritzada de R®. Com que
per a cada x € S lespai tangent T, (.S) és subespai de R?, el producte escalar
usual de R?
g: R¥*xR* — R
(¥, W) — Yo vtw!

indueix, per restriccié a T,.(S), un producte escalar g de T,(S) x T,.(S) en R,
que s’anomena primera forma quadratica fonamental de la superficie. Com que
{8F/0ut,df/0u2} és una base de Ty (S), g quedara determinat per la matriu
de productes escalars dels elements d’aquesta base. Tradicionalment aquesta

matriu es designa per
E F
F G’

on els coeficients E,F i G, que sén funcions de u! i u2?, vénen donats per
les expressions segiients: F = g(@f/@ul,af/aul), F = g(@f/@ul,af/auz),
G = g(0f/0u?,0f/0u?). Calculem aquests coeficients per als exemples de
I’apartat 2.1. En el cas de 'esfera,

2

f:(p,0) — (rcosfcosp,rcosbsinp,rsinb)

—— = (—rcosfsinp,r cosf cos p,0)

o1 = (—rsinf cos p, —rsin § sin p, r cos §)
E = g(8f/0¢,0f/0p) = r? cos® §(sin ¢ + cos? ) = r2 cos? 0
F = g(0f/0p,0f/06) = 0

G = g(8f/00,0f/08) = 1% sin 6(cos? p + sin? ) + 12 cos? o = 2.
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En el cas del tor,

fi(p,0) — ((ro +acosg)cosb, (rg + acosp)sin b, asin p)

g—f = (—asinycosf, —asin psin b, a cos )

¥

of ,

50 = (—(ro + acos ) sinb, (ro + acos @) cosd,0)
of of  _ . of of >
(380 8@) ; F=0;G= (86 80) (ro +acosg)”.

Sigui f:U — S = f(U) ¢ R® una superficie parametritzada de R®. Si
t — u(t) és una corba de U, posem z(t) = f(u(t)). La longitud de z(t) entre
dos valors tg i t; del parametre sera f:ol |Z(t)||dt. Es tindra

dﬂul u2 8ﬂdul

(1) :M 8:; .
of of _du' du’
lé)] = Vo @0, (0) \/Z,j G 5 i

du du! du? du?\’
=/E|— 2F — —+ G| —
\/(dt)+ @ dr (dt>
La longitud de I'arc de corba considerat s’expressara, doncs, en termes dels
coeficients F, F' i G de la primera forma quadratica fonamental, per

du1 dul du? du?
/ \/ 2thdt+G(dt>dt

2.4 Segona forma quadratica fonamental i derivacié cova-
riant

Sigui f:U — S = f(U) € R® una superficie parametritzada de R®. Siguin
X,Y dos camps vectorials de S. En cada = € S la derivada direccional (a R?)
(VxY), té sentit. En efecte, malgrat que X i Y estan definits només sobre S,
ja hem dit al capitol anterior que (VxY'), tenia sentit sempre que Y estigués
definit sobre una petita corba que passés per x i tingués X, com a vector
tangent. Aixo es compleix en el cas que ens ocupa. (VxY), sera un vector de
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R? que, en general, no sera tangent a S. Indiquem per 7, la projeccié ortogonal
de R3 sobre T,(S). Designem per (VxY), la projeccié m,(VxY),. Indicarem
per VxY el camp vectorial de S que a cada z € S li assigna (VxY), € T(S).
El camp VxY s’anomena derivada covariant de Y respecte a X, a S.

El producte vectorial a R® (0f/0ul) A (8f/du?) sera perpendicular en tot
punt x € S als dos factors i, per tant, a T,,(S). El vector

of of

- /\ —_

7= 8u1 8u2
H 8u1 8u2 H

serd doncs normal a la superficie S, i unitari. Observem que el signe de 7
depén de 'ordre d’eleccié dels dos parametres u! i u?. Aixo reflecteix el fet
que en una superficie sempre hi ha dues normals unitaries, la que mira cap a
un costat de la superficie i la que mira cap a l'altre costat. Suposem, doncs,
elegit un d’aquests dos vectors normals unitaris (o, el que és el mateix, un ordre
dels parametres u',u?). Posem o(X,Y) = g(VxY,n) = g(VxY — VxY,n),
on X iY son camps qualssevol de S. L’aplicacié o que a cada parell (X,Y)
de camps de S li assigna ’escalar a(X,Y’) s’anomena segona forma quadratica
fonamental de S. Aquesta aplicacié compleix les propietats segiients:

1) Oé(Xl + XQ,Y) = Oé(Xl,Y) -+ OZ(XQ,Y)
2) a(XaYI + }/2) = O((X, Yl) + O[(X, Y2)

3) Si h:S — R és una funcié tal que la composicio ho f:U — R és diferen-
ciable, llavors a(hX,Y) = ha(X,Y) = a(X,RY).

4) a(X,Y) =a(Y, X).

En efecte, les propietats 1) i 2) son trivials. Per a 3), observem que si X és un
camp diferenciable de S, llavors hX també ho és, 1 a(hX,Y) = g(V,xY,n) =
hg(VxY,n) = ha(X,Y). Per provar la segona part de 3), avaluem la funcio
a(X,hY) en un punt x € S. Tindrem «a(X,hY)(x) = g$((VXhY)x,nw) Per
definici6 de derivada direccional, (VxhY), = h(z)(VxY),; + X, (h)Y,. Tin-
drem a(X, hY)(z) = g (h(@) (VXY )a + Xo (1)Yz, 1) = A@)G((ViY ) 2), ja
que Y, i n, son perpendiculars. Per tant a(X,hY)(z) = h(z)a(X,Y)(z). La
demostraci6 de la propietat 4) la deixem per més endavant.

Com que Of/0u' i Of/0u? constitueixen en cada punt z € S una base
de espai tangent, en virtut de les propietats de bilinealitat que acabem de
demostrar, per conéixer « bastara conéixer els coeficients segiients (que seran
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funcions sobre S):

_ o Of of _ o Of of
L= (aul’aul) M_a(aul’auQ)

o Of of _of of
M (8u2’8u1) _a(c?u?’c?u?)'

Veurem que M = M’ amb la qual cosa quedara provat que a(X,Y) = a(Y, X)
per a tot parell X,Y de camps vectorials de S. Com que Vyy /9,1 (Of JOut) és
la derivada direccional de df/0u! en la direccié de df/0ut, tindrem

O A
S oul o)
Per tant,
. 7(821’ ) a2f of 3f)
g H H u12’6u1 Ou?
oul 8u2
o%f  of Of

pEsaR TR
u U

on det indica el determinant. Ara bé, en virtut de la identitat de Lagrange a
R3, tindrem

91 171 2L Of Of o _ 2
Haul 8u2H H&'ulH H8u2H _g(8u1’3u2> = EG-F7
Per tant,
P W T T T
T VEG-—F2  0(u')?’ dul’ ou?’
Analogament,
1 0% f af of
M= VEG — F? U G0 ot 32
2
M = L det o or of

VEG — F2 (8u28u1 T oul’ W)’
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L a2 05 or
EG — F? A(u?)?2’ dul ’ du2’’
Veiem, doncs, que M = M’.

2.5 Propietats formals de la derivada covariant VY

Sigui f:U — S = f(U) ¢ R® una superficie parametritzada de R>. Elegim,
com sempre, un camp normal unitari 77 (dels dos possibles). Si X, Y sén camps
vectorials de S, descomponent en cada punt el vector VxV (vector de R?) en
les seves components tangencial i normal, tindrem

VxY = WXY +a(X,Y)n,

on « és la segona forma quadratica fonamental.

Al capitol 2 hem introduit el claudator [X,Y] per a camps de R"™ com
la diferéncia VxY — Vy X. Si suposem, aqui, que X,Y sén camps de S5,
el claudator [X,Y] estara encara definit (malgrat que X,Y no séon camps de
R3) ja que tant VxY com Vy X estan definits en virtut de 'observacio del
comengament de 'apartat anterior. Veurem ara que [X,Y] és tangent a .S. En
efecte, de la definicié de [X, Y], tenim

(X, Y]=VxY -VyX.
Multiplicant escalarment aquesta identitat per 77, tindrem
9(IX,Y],n) = a(X,Y) - a(Y, X).

Com que « és simétrica, g([X,Y],n) = 0. Aixd ens diu que [X, Y] és tangent.
Proposicié 3.5 La derivada covariant VxY té les propietats segiients:

1) Vx,4x,Y =Vx, Y +Vy,Y.

2) Vx(Y1 +Y2) =VxY; + VxYa.

3) VixY = hVxY.

4) Vx(hY) = X(h)Y + hVxY.

5) X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ).

6) VxY —VyX = [X,Y],

on X,Y,Z X1, X5,Y1,Y5 s6n camps vectorials de la superficie S, i h: S — R és
una funcié tal que la composicié ho f:U — R és diferenciable.
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Aclariment. A la propietat 4), X (h) significa la funcié sobre S que a cada
x € S li assigna la derivada de h en la direcci6 de X,. Dit d'una altra manera,
si ug = f~(x) isi u(t) és una petita corba de U tal que u(0) = ug i tal que
X, és el vector tangent de la corba f(u(t)) en el valor ¢ = 0, llavors

d
X(h)(@) = [ (fu@®)] .
() = [Sn(Fue))]
Observem que aquest significat de derivada direccional és el mateix que hem
donat, amb altres paraules, a I'actuacié de camps sobre funcions a R" (apar-
tat 1 del capitol 2). A la propietat 5), X(g(Y,Z)) té el mateix significat, és a
dir, el camp X actuant sobre la funcioé ¢(Y, Z).

DEMOSTRACIO. Les propietats 1), 2), 3), 4) 1 5) es desprenen de les propietats
analogues de la derivada direccional VxV de R® estudiades a l'apartat 3 del
capitol 2. Per exemple, per demostrar 4) farem el raonament segiient. Tenim
(Vx(hY))s = 7 (Vx (hY)),, on 7, significa la projeccié ortogonal de R? sobre
T,(S). Ara bé, com que (Vx(hY)), és la derivada direccional de hY en la
direccio de X, tindrem (Vx(hY)), = X(h)(2)Y; + h(x)(VxY),. Per tant,
(Vx (hY))s = X(h)(2)Ys + h(z)(VxY ),

La propietat 6) es dedueix per projeccié ortogonal sobre T, (S) de la identi-
tat [X,Y], = (VxY)z — (Vy X)., tenint en compte que [X,Y], és tangent. i

2.6 Curvatures normals i segona forma quadratica fona-
mental

Sigui f:U — S = f(U) C R® una superficie parametritzada de R>. Sigui u(t)
una corba de U i posem z(t) = f(u(t)). Reparametritzem aquesta corba de R?
per larc s. Sigui 77 un dels dos camps unitaris normals a S, escollit una vegada
per totes. El producte escalar g(d*Z(s)/ds?, ii,(s)) s’anomena curvatura normal
de la corba z(s) en el punt de parametre s. Recordem que de les férmules de

Frenet teniem )
d*Z(s) -
) = ()N (),

on p(s) era la curvatura. La projeccié d’aquest vector sobre la normal 77 a la
superficie és la curvatura normal. Un fet sorprenent, encara que de demos-
traci6 immediata, és que la curvatura normal en cada punt només depén del
vector tangent a la corba en aquest punt. Dit d’una altra manera: dues cor-
bes de S, z(s) i y(s), que passin pel mateix punt xg de S i que en aquest
punt tinguin el mateix vector tangent, tenen la mateixa curvatura normal en
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aquest punt. Aquest resultat és degut a Meusnier (segle XVIII). Abans de
donar-ne una demostracié, observem que aquest resultat no seria cert si en el
seu enunciat substituissim les paraules “curvatura normal” per “curvatura”. En
efecte, per calcular la curvatura hem utilitzat expressions en qué apareix la
derivada d%#(s)/ds? = dT/ds. Per calcular aquesta derivada en un punt sq
no en tenim prou amb conéixer T en x(sp), sindé que hauriem de conéixer T
en tots els punts z(s) per a tots els s en un entorn de sg. Una vegada dit
aixd, demostrem el teorema de Meusnier. La derivada direccional V& a R3
(derivada de # en la direcci6 de &) no és altra cosa que la derivada segona
d?#(s)/ds?. Per tant, la curvatura normal és g(V;i,n) = a(i, ). Ara bé,
a(Z,4) en un punt s = sp només depén del vector tangent & en aquest punt.
En efecte, @(so) sera una certa combinacio lineal A(Of/0u') + pu(df/0u?), i
a(i, ) = LA? + 2M A + Np?. Aixo prova el teorema de Meusnier i déna, a
més, la interpretacio de la segona forma quadratica fonamental que descrivim
a continuacié. En cada punt zy € S la segona forma quadratica fonamental és
una aplicacio bilineal simétrica a: Ty, (S) X Ty, (S) — R que té la propietat que
per a qualsevol vector unitari v de Ty, (S), a(v,v) és la curvatura normal de
qualsevol corba que tingui v com a vector tangent en aquest punt.

2.7 Curvatures principals

Sigui f:U — S = f(U) c R® una superficie parametritzada de R®. En cada
punt o € S tenim la segona forma quadratica

a: Ty (S) x Tho(S) — R,

i el producte escalar
g: Ty (S) X Ty (S) — R.

Anomenem FE 'espai vectorial Ty, (S). A la forma quadratica « se li associa
I'endomorfisme P: E — E definit aixi: P(X) és I'anic vector de E que compleix
g(P(X),Y) = a(X,Y) per a tot Y € E. L’endomorfisme P és autoadjunt, és
a dir, compleix g(P(X),Y) = g(X,P(Y)) per a tot X, Y € E. En efecte,
4(P(X),Y) = a(X,Y) = a(Y,X) = g(P(Y),X) = g(X, P(Y)). Un teore-
ma ben conegut d’algebra ens garanteix que existeix una base ortonormal de
FE respecte al producte escalar g, formada per vectors propis de P. Una de-
mostracié molt elemental d’aquest fet, que usa molt pocs conceptes algebraics,
es pot trobar, per exemple, al llibre de W. Greub, Linear Algebra, Springer-
Verlag (1981), pp. 221-222. Quan la dimensi6 de E és 2 (com en el cas que ens
ocupa), si e 1 ex son aquests vectors propis de P, i p1 i po els valors propis
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corresponents, es pot afirmar que p; i p2 sé6n el maxim i el minim de la funci6é

@ = cercle unitat de £ — R
! — g(P(v),v) .

En efecte, si py = po = p, P = pl on I és la identitat, i la funcié anterior
és constant. Suposem p; # pa. Si v = cos e + sin pé3, llavors g(P(v),v) =
p1cos @ + pysin® ¢ és funcié de Pangle ¢, la derivada de la qual és 2(py —
p1) cos psin p, que s’anulla quan ¢ = 0,7/2,m,37/2. Si suposem, per exemple,
p1 < p2, llavors py correspon al maxim i p; al minim.

Observem que a diagonalitza en la base ortonormal {e;,es}, amb

aler,er) = g(Pler),e1) = ;1
afez, e2) = g(P(e2),e2) = pa

aler, ez) = g(P(e1),e2) =0

o (n ).
0 p2

p1 = afer,er) és la curvatura normal en la direcci6 de e;. La direccié ey és
la direccié en qué la curvatura normal p; és maxima. Analogament, ey és la
direcci6 en la qual la curvatura normal py és minima. Els valors propis p; i p2
s’anomenen curvatures principals, i e; i e s’anomenen direccions principals.
Les direccions v en les quals la curvatura normal a(v,v) s’anulla s’anomenen
direccions asimptotiques. Pot ser que no existeixin direccions asimptotiques.
El producte p; - po de les dues curvatures principals s’anomena curvatura de
Gauss i la seva mitjana, (p1 + p2)/2, curvatura mitjana.

Per trobar els valors propis de ’endomorfisme P s’ha de resoldre det(P —
Al) = 0 (equaci6 de segon grau en \). Multiplicant aquesta equacio per det g
(que és # 0) s'obté det(gP — A\g) = 0. Ara bé, matricialment, P = g~ la.
Per tant, gP = «. Per tant, per trobar els valors propis de P s’ha de resoldre
Pequacié det(a — Ag) = 0, és a dir,

L—-)AE M-MXF| __ 0

M—-XF N-)XG|
Les dues solucions d’aquesta equaci6é de segon grau en A ens donaran p; i pa.
La curvatura de Gauss K = p; - p2 és el determinant de I’endomorfisme P, ja
que el determinant d’un endomorfisme és un concepte intrinsec que no depén de
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les bases concretes en qué s’expressi 'endomorfisme. Com que, matricialment,
P=gla,
detaw LN — M?

¢ detg  EG—F?

Donem ara unes quantes definicions relatives als conceptes que acabem d’in-
troduir. Un punt d’una superficie S en el qual la curvatura de Gauss és positiva
es diu punt elliptic. Un punt de S es diu hiperbolic si la curvatura de Gauss en
aquest punt és negativa. Un punt es diu parabolic si la curvatura de Gauss s’hi
anulla i si, a més, en aquest punt « no és idénticament nulla. Un punt en el
qual « s’anul’la es diu pla. Aixo implica p; = ps = 0. Un punt de S es diu um-
bilic si p1 = p2 # 0. Una corba z(t) = f(u(t)) sobre S es diu linia de curvatura
si és tangent en tot punt a una direcci6 principal. Una corba x(t) = f(u(t)) es
diu asimptotica si és tangent en tot punt a una direccié asimptotica.

Donem tot seguit les equacions diferencials que caracteritzen les linies de
curvatura i les asimptotiques. Fixem zg € S. Tot v € Ty, (S) s’escriura

of = of
oul + n8u2 '

v =
$out

Perqueé v sigui vector propi de P, haura de complir P(v) = v, aix0 és

(e W)= (F )G

(jaque P = g~ 'a). Elvector (LE+Mn, ME+Nn) ha de ser, doncs, proporcional
a (B¢ + Fn, F§ + Gn). Aquesta condicio es pot expressar per anullacié del
determinant

LE+ Mn ES+ Fn

M¢ + N F§+Gn’20'

O també, de manera més simétrica,
n —€n &
EFE F G|=0.
L M N
Sigui z(t) = f(u(t)) una corba de la superficie S. Tindrem

di(t) _ of dul  Of du?
dt  Oul dt  Ou? dt
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Si aquest vector ha de ser una direcci6 principal per a tot ¢, haura de complir

I’equaci6
du?\? du' du? dul\?
() -~ (@) |,
E F G
L M N

Si ens interessa només la corba, sense la parametritzacio, podem buscar u! en

funci6 de u? (o bé u? en funcioé de u!) i prescindir del parametre ¢, la qual cosa
ens porta a l'equacio

(du?)?  —duldu® (du')?
E F G =0.
L M N

Tindrem, aixi, un polinomi de grau 2 en du'/du? igualat a zero. Descomponent

aquest polinomi en producte de dos de primer grau, obtindrem una equacid
diferencial del tipus

1 1
(G~ ) (G2 - Rt o)) =0,

que doéna lloc a les dues equacions ordinaries

du'

JuZ = fl(ulauz)
du!

W = fQ(ulvUQ)v

que corresponen a les dues families de linies de curvatura.
Una direccié asimptotica vindra donada per un vector ¥ = (£,7) que com-
pleixi
LE* +2Mén+ Nnp? = 0.

Per tant, I’equacié diferencial de les linies asimptotiques sera

L(du')? + 2Mdu'du® + N(du?®)* = 0.

2.8 Aplicacions de Gauss i de Weingarten

Interpretem geomeétricament ’endomorfisme P:T,(S) — T,(S) associat a la
segona forma quadratica fonamental a: T, (S) x T,.(S) — R. Designem per S2
Pesfera unitat de R, $? = {# € R*amb ||#]| = 1}. Sigui 7, com sempre, un
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dels dos camps unitaris normals a S, escollit una vegada per totes. L’aplicacid
0: 8 — S? que a cada x € S li assigna el vector unitari 77, es coneix amb el nom
d’aplicacié de Gauss de la superficie S. Per a cada x € S, considerem I’aplicacid
©: Ty (S) = Typ(2)(S?) que a cada vector v € T,(S) tangent a una corba z(t) de
S que passi per x li assigna el vector de Ti,(,)(S?) tangent a la corba ¢(z(t)).
Observem que T,(S) i Ty (S?), considerats com a subespais vectorials de
R?, coincideixen. En efecte, com que ¢(x) = i, tant T, () (S?) com T, (S)
no son altra cosa que el subespai de R® de vectors ortogonals a 7. Amb
aquesta observacio, I’aplicacidé ¢, pot ser considerada com un endomorfisme
de T,(S). L’aplicacio W:T,(S) — T.(S), que associa a cada v € T,(95) la
derivada direccional V7, s’anomena aplicacié de Weingarten. Observem que
V,ii, que en principi és de R, pertany a T.(S). Aixo es veu derivant la
identitat g(n,n) = 1 direccionalment en la direccié de v: 2¢g(V,n,n) = 0. Aixo
ens diu que V,n és perpendicular a n i, per tant, tangent.

Proposicié 3.6 L’endomorfisme P:T,(S) — T,(S) associat a la segona forma
quadratica « coincideix amb —W. A més, W coincideix amb @,:T,(S) —
T.(S), aplicacié lineal tangent de 'aplicacié de Gauss.

DEMOSTRACIO.  Sigui v € T,(S), i z(t) una corba de S tangent a v quan
t = 0. P(v) és Ianic vector de T;(S) que compleix g(P(v),w) = a(v,w)
per a tot w € T,(S). Sigui X un camp vectorial de S. Tenint en compte la
definici6 de «, es complira g(P(v), X;) = a(v, Xy) = g((Vy, X)g,ny). Sobre
la corba x(t) tindrem g(X, @), nar)) = 0. Derivant aquesta identitat respecte
a t, tindrem

g(ViX,n)+¢g(X,Vin) =0,

d’on g(P(2),X) = a(z,X) = g(VzX,n) = —g(X,Vzn). Per tant, P(&) =
—V;n. D’altra banda, si ¢ és laplicacio de Gauss, @(x(t)) = ny). Llavors
(dp(x(t))/dt)i=o no és altra cosa que la derivada direccional de 7i,) en la
direccié de #(0), és a dir, V()7 I

Aquesta interpretacié geométrica de ’endomorfisme P pot servir, en al-
guns exemples concrets, per determinar sense calculs les direccions principals i
curvatures principals.

Exemple. Si la superficie S és I'esfera unitat S2, llavors 'aplicacié de Gauss
és la identitat. L’aplicacié lineal tangent de la identitat és la identitat. Per
tant, totes les direccions son direccions propies de 'endomorfisme P amb valor
propi —1. La curvatura de Gauss de ’esfera unitat és 1.

Exemple. Si la superficie S és el cilindre 22+ y? = 1, aplicacié de Gauss apli-
ca S en 'equador de S2. Les corbes de S “horitzontals” (aixo és, perpendiculars
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a les generatrius del con) s’apliquen en ’equador, mentre que les generatrius
del con s’apliquen en punts (cada generatriu en un punt). Per tant, aplicacio
de Weingarten és la identitat sobre els vectors “horitzontals” i s’anulla sobre
els “verticals”. Les curvatures principals sén, doncs, —1 i 0. La curvatura de
Gauss és nulla.

Exemple. Proveu, per aquest métode, que en qualsevol superficie de revolucié
els meridians i els parallels son linies de curvatura.

2.9 Una altra interpretacio6 de la segona forma quadratica
fonamental

Sigui f:U — S = f(U) C R? una superficie parametritzada de R® i sigui
p € S. Prenguem uns eixos rectangulars de coordenades a R, (xt, 22, 23),
amb origen en el punt p i de manera que els eixos z!, 22 estiguin continguts en
el pla p+ T,(S), i de manera que el tercer eix sigui el vector unitari normal a
la superficie, n,, que hem escollit una vegada per totes. Suposem que en un
entorn del punt p la superficie S s’expressa parameétricament per

3 = 23 (at, 2?).
Tal com hem pres els eixos, el punt p tindra coordenades (0,0, 0), la qual cosa
implica 23(0,0) = 0. A més, el pla tangent T, (S) sera

2

z3 = Z (8373/8xi)(070) zt.

i=1

Com que aquest pla ha de ser 23 = 0 (tal com hem pres els eixos), tindrem

(02?/0x") 0,0y = 0. Si desenvolupem z?(z', %) per Taylor a l'origen, tindrem

1 .y y
a— 3 Z (82x3/8xl8:cj)(070) ') + T,
i,
on T és el terme complementari.

Teorema 3.7 La segona forma quadratica o de S en el punt p s’expressa, en
els eixos escollits, per

a(X,)Y) = Z (82x3/6mi8xj)(0’0) Xiyd,
1,7
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Dit d’una altra manera, « és el doble de la forma bilineal associada a la millor
aproximacié quadratica de la superficie en el punt p, per la formula de Taylor.

DEMOSTRACIO.  Sigui z(t) = (2(t), z%(t), 2* (2! (t), 2%(t)) una corba qualsevol

de S que passi per p. Suposem, doncs, z1(0) = 0 i 22(0) = 0. El vector i(t)

sera (d?xl(t)/dt?, d*>x?(t)/dt?, d*x3 (21 (t), 2%(t))/dt?). Tindrem
Ra3 (2 (t),22(1) d { oz® dxi}

dt? Cdt | &~ 0a dt
s 0?3 dij da’ 0x® d?a'(t)
TSI Ppddrt dt dt — Ozt dt?

]

D’aqui deduim que

(dzzS(x;(ttz),xz(t))>(o7o) _ ZZJ: (8?;;;)0 #(0)i7 (0)

ja que (023/0z%)¢ = 0. Per tant, el vector #(0) = (V;i), és

2,3 _ ,
ﬂw&miﬂ£mﬁmf@wm

i,J

Com que el vector unitari normal a la superficie en el punt p és (0,0, 1), tindrem

2,3 A ‘
QG040 =0 (Ta i) = 3 (g ) #OP0),

%,J
tal com voliem demostrar. Jj

Exemple. Calculem les curvatures principals a I'origen de la sella de muntar
z = y?> — 22, Com que aqui la millor aproximacié quadratica d’aquesta su-
perficie a l'origen és ella mateixa, la segona forma quadratica fonamental sera
a(X,Y) =2(X%Y?% - X1Y1). Les direccions principals a I'origen seran 'eix de
les x i I'eix de les y. Les curvatures principals seran respectivament —2 i 2. La
curvatura de Gauss a l'origen sera 4.

2.10 Formes diferencials ordinaries i formes diferencials
vectorials sobre una superficie

Per tal de demostrar el Teorema Egregi de Gauss a l'apartat segiient, ara
necessitem parlar una mica de formes diferencials sobre una superficie. Sigui
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f:U = S = f(U) c R? una superficie parametritzada de R®. Sigui h: S — R
una funcié sobre S tal que la composicio ho f sigui diferenciable. Siz = f(u) és
un punt qualsevol de S, la diferencial de h en el punt z, (dh),, és, per definicio,
Paplicaci6 lineal de T,,(S) a R que a cada V = V1(9f/0ul) + V(8f/0u?) de
T,(S) li assigna el nombre (Oh(f(u',u?))/Our)V! + (Oh(f(ut,u?))/Ou?)V?2.
Aix0 és, la derivada direccional de h en la direcciéo de V. Aixi doncs, (dh),
és un element de T,(S)*. Si anomenem (fent un abtis de llenguatge) u' i u?
les funcions de S a R que a cada punt # = f(u!,u?) de S li associen u! i u?
respectivament, llavors du' aplicara O f JOoul en 110 f /Ou? en 0, mentre que
du? aplicara 8f/8u1 en 0 i 8f78u2 en 1. Per tant, {du',du®} sera en cada
punt = = f(u) € S la base dual de {0f/0u’, Of/Ou?}.

Sigui p = 0,1, 2. Una p-forma diferencial w sobre S consisteix, per definicio,
a assignar a cada ¢ = f(u) € S un element wy(,) € AP (Tj(,)(S)*). Fem la
convenci6é que, quan p = 0, A° (Tf(u)(S)*) indica R. Per tant, una 0-forma
sobre S sera una funcié sobre S. Com que {du',du?} és en cada punt z = f(u)
una base de T,,(S*), una p-forma diferencial w sobre S s’expressara sempre de
la manera segiient, segons que p =0, 1, 2:

w(f(u) = w(ul,u®) (sip=0) (3.4)
W) = wi(uh,u?)du' +w2(u u?)du? (sip=1) (3.5)
W) = w(u', u?)du A du? (sip=2). (3.6)

L y?)

Aquestes p-formes es diuen diferenciables si les funcions w(u!, u?) i w;(u',u
de les expressions anteriors ho son. Les expressions (3.4), (3.5) i (3.6) mostren
que una p-forma sobre S s’expressa com una p-forma de R? en les dues variables
ul,u?. (Les p-formes a R" les hem introduit al capitol precedent.) Per tant,
podem diferenciar exteriorment una p-forma sobre S com si es tractés d’una
p-forma sobre R?, tal com feiem al capitol anterior.

Parlem ara de p-formes vectorials. Una p-forma vectorial sobre S con-
sisteix, per definicio, a assignar a cada x = f(u) € S un element wy(,) €
(/\pr(u)(S)*) ® R?. Aixi doncs, quan p = 0, una O-forma vectorial serd un
camp vectorial de R® amb suport a S. Una 1-forma vectorial assignara a cada
r = f(u) € S un element de T, (S)" ® R?. Fent servir la identificacio alge-
braica Ty, (S)* QR> L(Ttw)(S), R?) establerta al capitol 1, si w és 1-forma
vectorial i v € Tyy)(S), wy() actuard sobre v donant un vector wy(,)(v) de
R®. Siw és de la forma a ® X, essent a una 1-forma ordinaria i X un camp
vectorial de R® amb suport a S, llavors (o ® X) #u)(v) = gy (V) X gy

Definim ara la diferencial exterior d’una p-forma vectorial. Comencem defi-
nint la diferencial exterior d’una 0-forma vectorial. Sigui X un camp vectorial
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de R® amb suport a S. Definim dX com la l-fprma vectorial que a cada
r = f(u) € S li assigna 'element de T, (S)* ® R? donat per

. X X
o1 fu) 2 f(u)
dX = du ®W+du ®W.
Si ara w és una p-forma vectorial, amb p # 0, de la forma a ® X, on « és
una p-forma ordinaria i X un camp vectorial de R® amb suport S, definim
dla® X) = da® X + (—1)Pa A dX, on aqui a A dX indica, per abus de
llenguatge,

X X
(a/\dul)®%+(a/\du2)®%.

Estenem d a totes les p-formes vectorials imposant la condicié d(w + w') =
dw+dw'. Si{e;,es, e3} és una base fixa de R?, llavors tota p-forma vectorial w
s’expressa per w = »_ w’ @ e;, amb les w’ p-formes ordinaries. Tindrem llavors
dw =" dw® ® e;, ja que de; = 0.

Si X és una O-forma vectorial sobre S i v € T},)(S), jqueé sera (dX)(v)?
De D'expressio anterior de dX es desprén que dX (v) és la derivada direccional
de X en la direcci6 de v, és a dir, (dX)(v) = V,X.

2.11 Teorema Egregi de Gauss

Siguin f:U — S = f(U) c R*irU — §' = r(U) C R* dues superficies
parametritzades de R® amb el mateix domini U de parametres. Designem
per h laplicacio6 S — S’ que aplica f(u) en r(u). En cada punt z € S,
(h«). designara l'aplicaci6 lineal tangent de h en x, (hs)s : T0(S) = Th(a)(S”).
(Recordem que aquest concepte d’aplicacio lineal tangent entre dues superficies
Ihaviem definit a 'apartat 2.8 per aplicacié de Gauss.) Direm que h és una
isometria entre S i S’ quan (hy), és una isometria d’espais vectorials per a
tot x € S. Aixo equival a dir que g (v, w) = gn(a) ((h+)2v, (hy),w) per a tot
v,w € Tp(S)itot x € 8.

Com que h aplica f(u) en r(u), (hy) f(y) aplicara df /out en O7/oul, i = 1,2.
Si anomenem F, F'i G els coeficients de la primera forma quadratica fonamental
de S relatius a la base {0f/0u’, df/0u?} de vectors tangents de S, isi B, F', G’
son els coeficients de la primera forma quadratica de S’ relatius a la base
{0F/0ut, 07 /0u*} de vectors tangents de S’, la condicié d’isometria entre S i
S’ equival a la igualtat dels tres coeficients £ = E', F = F', G = G'. En
efecte,

E(u',u?) = gy (0F/0ut,0f J0u?) = go(uy (O7/0ut,8F JOu?) = E' (u',u?) .



3.2. Superficies 53

Un calcul analeg serveix per veure que FF = F' i G = G'.

Siguin f:U — S = f(U) c R*i f:U" — S’ = f/(U") C R?® dues superficies
parametritzades de R® (amb dominis U i U’ possiblement diferents). Direm
que S i S’ sén isomeétriques si existeix un difeomorfisme ¢: U — U’ tal que
laplicacié h de S a S’ que a cada f(u) € Sliassignar(u) = f'(¢(u)) € S’ és una
isometria en el sentit anterior. ¢ s’interpreta com un canvi de parametritzacié
a S’. Per exemple, el cilindre S de R® donat paramétricament per f \p) =
(cos A, sin A\ p), 0 < A < 2w, i el (tros de) pla S” donat per r(A\,u) = @+
b+ uC, amb bi & vectors perpendiculars i unitaris de R, 0 < A\ < 27, son
dues superficies isométriques, (prenent aqui com a ¢ la identitat) ja que és
facil comprovar que E = E' =1, F = F' =01 G = G’ = 1. Expliquem
intuitivament com funciona la isometria en aquest exemple. Considerem la
regi6 U de R? donada per U = {(\, 1) € R?amb 0 < \ < 27}. Pensem aquesta
regi6 com un full de paper illimitat en el sentit vertical, ficat a R* per la injeccio
(A p) = (0, A, ). Enrotllem aquest full de paper vertical de manera que 'eix
de les A d’abans passi a ser ara la circumferéncia horitzontal de centre 'origen i
radi 1. La composici6 de la injeccié (A, u) — (0, A, 1) amb Penrotllament, sera
la parametritzacio j? utilitzada del cilindre S. La parametritzacio 7 del pla S’
consisteix a portar el pla vertical (0, \, u) sobre S’ de manera que leix de les
A vagi sobre la recta d + bA i el de les u vagi sobre la recta @ + ¢u (amb bi
¢ perpendiculars i unitaris) conservant les distancies. La isometria h: S — S’
consisteix aqui a desenrotllar el cilindre i portar-lo sobre el pla S’ de la manera
que hem descrit. En general, tota superficie que es pugui desplegar sobre un
paper pla conservant les distancies és isométrica a un tros de pla.

El teorema segiient, degut a Gauss (1827), es coneix arreu pel nom de
Teorema Egregi (per la seva extraordinaria bellesa).

Teorema 3.8 (Teorema Egregi de Gauss) Dues superficies isométriques tenen
la mateixa curvatura de Gauss en els punts corresponents per la isometria. Dit
d’una altra manera, si les superficies f:U — S = f(U) C R* i f:U" — §' =
f'(U") € R? sén isométriques, Ky = K;(u), on Ky, designa la curvatura

de Gauss de S en f(u) i K}, la curvatura de Gauss de 5" en r(u) = f'(¢(u)).

Comentari. Com que la curvatura de Gauss d’una esfera de radi 1 és 1 en tot
punt, i com que la curvatura de Gauss d’un pla és 0, el teorema implica que no
pot existir cap isometria entre un tros d’esfera i un tros de pla. Aixo té com a
conseqiiéncia que no es pot representar un tros de la superficie terrestre sobre
un tros de pla conservant les distancies entre la realitat i el paper. No poden
existir mapes (plans) de la Terra que conservin les distancies.

DEMOSTRACIO. Entre els diversos métodes de demostracié d’aquest teorema,
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nosaltres seguirem el de la referéncia mobil, degut a Elie Cartan a comencament
d’aquest segle. Sigui f:U — S = f(U) C R? una superficie parametritzada
de R?. Sigui 77 un dels dos camps normals unitaris, escollit una vegada per
totes. Una referéncia mobil de S consisteix, per definici6, a assignar a cada
punt z = f(u) € S una base ortonormal de R®, {(€1)f(u), (€2) f(u)» (€3) f(u) }
de manera que (€3)f(,) sigui 7). Com que €, son perpendiculars a 1,
seran tangents. {€7,€s,€3} seran camps vectorials de R? amb suport a S.
Suposem que aquests camps son diferenciables, la qual cosa equival a dir que

si £1,e9,£3 és una base fixa de R® i & s’expressa (@) rwy = 2, al(u',u?)ej,

les funcions a? (u',u?) sén diferenciables. ;Com podriem aconseguir una tal
referéncia mobil diferenciable? Per exemple, de la manera segiient. Anomenem
{e1, ez} la base de Tt (,,)(S) obtinguda pel métode d’ortonormalitzacié de Smith
a partir de la base {0f/0u', df/0u®}. Llavors {ey, e, e3} amb & = ii és una
referéncia mobil diferenciable.

Sigui, doncs, {ej, ez, e3} una referéncia mobil diferenciable (construida de
la manera anterior o d’una altra). Diferenciem els camps € (camps de R?
amb suport a S) com a 0-formes vectorials. Com que dé; ha de ser, en cada
punt z = f(u), un element de T,y (S)* ® R?, tindrem expressions de la forma
segiient:

dé; = wl®é;; i=1,23, (3.7)

J

on les wg seran 1-formes ordinaries sobre S.

L’aplicaci6 f:U — S = f(U) c R? dona lloc a un camp vectorial amb
suport a S, el camp que assigna a cada z = f(u) € S el vector f(u) € R3.
Designem per f aquest camp. D’acord amb la definici6 de diferencial d’una
0-forma vectorial, tindrem:

—

. of of
_ g1 2
Designem per {6,602} la base dual de {ej, ez}, com a base de T,(S) en cada
x = f(u) € S. La formula (3.8) equival a

df =0' @e; + 02 @ ey, (3.9)

ja que els segons membres de les dues expressions (3.8) i (3.9), pensats com
a aplicacions lineals de T},(S) a R?, son la injeccio canonica Tj(S) < R? (i,
per tant, coincideixen). Si X és un camp vectorial qualsevol de S (tangent),
aplicant els dos membres de (3.7) a X, obtenim

Vxé =Y wl(X)&. (3.10)
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Les expressions (3.7) i (3.10) son equivalents. Derivant la identitat g(e;, e;) =
0;5 en la direccio del camp X, obtenim

9(Vxei,ej) +g(ei, Vxe;) =0.

Zw 6kj+26zkw

O sigui, w’ (X) +wk(X) = 0, la qual cosa ens diu que la matriu (w!) de 1-formes
és antlslmetrlca En arribar aqui, voldriem fer la convencié segiient: quan
utilitzem les primeres lletres de 'alfabet, a,b,c,..., com a indexs, suposarem
que només varien d’1 a 2. En canvi, quan utilitzem 4, j, k..., suposarem que
varien d’1 a 3. Diferenciant exteriorment I'expressio (3.7), tindrem

O sigui,

0 =d(d&) =3, dw] ®e; =3, (“’“wf) @ =
= (ot — 5l At) e
Per tant,
f :ng/\wf~ (3.11)
J

Diferenciant (3.9), s’obté

0 =d(df)=3,d0"®eqs—>,, (0 ANwd) @ep,— 3, (0° Aw?) ®esz =

=3, (dO° =3 09 AWl @ey— 3, (07 Awd) @es.

Per tant,
deb = 0% A w?
2 ¢ (3.12)
0 =Y,0"Awd.
Com a cas particular de (3.11) tenim 'equacié de Gauss:
dw? =W Awl = —wi AW, (3.13)

Ara voldriem demostrar la identitat segiient:

dw? = —K60' N 62, (3.14)
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on K és la curvatura de Gauss. Primer demostrarem que cada un dels dos
membres de la identitat (3.14) no depén de la referéncia mobil {ey, es, e3} con-
creta en qué 'expressem. En efecte, suposem que partim d’una altra referéncia
mobil {e1,e2,e3} (€3 és sempre 7). Suposem que

=> Abg, (3.15)

és el canvi de base. La matriu (A%) sera ortogonal. Si X és un camp vectorial
de S (tangent), tindrem

VXel,eg Zwl sz%(X).

Analogament, si anomenem ©? la 1-forma analoga a w? corresponent a la refe-

réncia €1, €2, tindrem
(Z)%(X) = g(vX€1,Eg) .
Derivant (3.15), tindrem
Vxer =30, (X(ADey + ATVxey) = 30, (X (A9) + 32, AJ@5(X)) ec =
= 54 (S, X(A9) B + 52, . A& (X)BY) ea,

on B és la matriu inversa de A, que, com que és ortogonal, és la transposada.
Per tant,

wi(X) =g(Vxere2) = 3 X(AD)A5 + 3, AVj(X)AS =
= 3. X(AD)AS + AjwF(X) A3 + ATy (X) A} =
= 22 X(Af)AS + (det A)F(X) .
Anomenem ¢ el determinant de A, que és +1. Tindrem

wi = (dA})AG + w7 .

a

Diferenciant exteriorment,

dw? = = " dA§ A dAS + edi .



3.2. Superficies 57

Ara bé, tenint en compte que A és una matriu de la forma

cosp esing
—singp ecosp )’
on ¢ és una funcié de u = (u', u?), cada terme dA§ A dA% s’anulla per contenir
dues dyp. Per tant, dw? = ed®?. Preocupem-nos ara de veure com canvia el

segon membre de (3.14) quan s'utilitza una altra referéncia. Si {6',62} és la
base dual de {€1,¢e2}, tindrem

o =3 Aboe
01 N O2 = (det A)OT A O2 =0t N O2 .

Hem vist, doncs, que cada un dels dos membres de la identitat (3.14) no depén
de la referéncia mobil concreta en qué ’expressem.

Si «v és la segona forma quadratica fonamental de S'i X és un camp tangent,
tindrem

a(X,eq) = g(Vxea e3) = > wh(X)dz = wi(X) .

Si utilitzem una referéncia en la qual e; i e5 siguin direccions principals, tindrem

w%(€1) = a(elael) =P
3
1

wi(ez) = ales,e1) =0.

Per tant, en aquesta referéncia, w$ = p16'. Analogament es veu que, en aquesta
referéncia, wi = p20?. Com que p; - po = K, la identitat (3.13), que és certa
sempre, s’escriu de la manera segiient en aquesta referéncia: dw? = —K60' A 602.
Com que (3.14) no depén de la referéncia concreta utilitzada, i com que és certa
per la referéncia en qué e i ey sén direccions principals, és certa sempre.

Com que w? és una 1-forma, en cada punt sera una combinacié lineal de la
base {6%,02}, w? = M\ + pb?. De (3.12) es desprén

dot = 602 Awl = —0% A (A + pub?) = NGt A 62
d? = 0* Aw? = 01 A (N0 + pub?) = pbt A 62
Resumim els calculs que hem fet. Hem partit d’una referéncia mobil (ortonor-

mal) {ej, e, e3}. Hem anomenat {6,602} la base dual de {e;,ez}. Siguin A i u
les funcions determinades per les formules

dot = \o' A 62

(3.16)
9% = bt A 62,
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Llavors w? és la 1-forma w? = A0+ p6?, i la curvatura de Gauss ve determinada
per la formula dw? = —K6*A 6%, En tot aquest procés de calcul, e3 no intervé en
absolut. (es ha intervingut en les demostracions, perd no figura en els resultats
finals que ara resumim.) Només hi intervé la métrica g a l’espai tangent T, (S)
(concepte de base ortonormal en aquest espai). Per tant, la curvatura de Gauss
K nomeés depén de la métrica a S. Per tant, dues superficies isométriques
tindran la mateixa curvatura de Gauss. i

Aquest procés, a més de provar el teorema de Gauss, pot ser utilitzat com
a eina practica de calcul. Posem-ne un exemple. Considerem un dels exem-
ples de lapartat 2.1, el tor S donat per f(go,lb) = ((ro + acos ) cos v, (rog +
acos ) siny, asin ). Els coeficients de la primera forma quadratica fonamen-
tal calculats a I'apartat 2.3 son E = a?, F = 0, G = (ro + acosp)?. La base
{8f/8gp, ﬁf/ﬁw} és perpendicular (ja que F' = 0), pero no ortonormal. La base
_109f 1 of

61_55)@ 762_7"0+acosga N

sera ortonormal. La seva base dual sera
0' =adp 6% = (ro +acosp)di. (3.17)

En efecte, 0'(e1) = 1, 0*(e2) = 0, 6%(e1) = 0, 6%(e2) = 1. Diferenciant
exteriorment (3.17), obtenim

dot =0

df? = —asin pdp A\ dip = Y prag
To + A COS Y
Per tant, en virtut de (3.16), tindrem A = 01 p = —sinp/(rg + acosp). Per
tant, ]
W= Nl = ——F 92 = ginpdip
To + a cos
cos @ 1

— 9 NG?.
a(ro 4+ acos @)

dw? = — cos pdp A dip = —

La formula (3.14) ens diu que la curvatura de Gauss és

Cos
a(rg +acosp)’

Observem que hem calculat K a partir només dels coeficients F,F i G de
la primera forma fonamental. Per tant, una altra superficie de R® amb els
mateixos coeficients F, F' i G haura de tenir la mateixa curvatura de Gauss.



Capitol 4

Varietats diferenciables

1 Espais topologics paracompactes

Malgrat que en aquest text suposarem coneguts tots els conceptes de topologia
general que s’hi utilitzen, aqui farem una excepcié i resumirem breument les
propietats d’espais paracompactes que necessitarem en el present capitol.

Siguin {U; }ier i {Va}aca dos recobriments per oberts d’un espai topologic
M. Direm que el primer recobriment és un refinament del segon si existeix una
aplicacié ¢:I — A amb la propietat que U; C V;). Aix0 equival a dir, en
altres paraules, que tot obert del primer recobriment esta contingut en algun
del segon. Direm que un recobriment {U; };c; de M és localment finit si tot punt
de M té un entorn que talla només un nombre finit d’oberts del recobriment.
Un espai topologic M es diu paracompacte si tot recobriment de M per oberts
admet un refinament localment finit. La definici6 que acabem de donar no és,
pero, gaire illustrativa de com és un espai paracompacte. Hauriem de donar
criteris més practics de paracompacitat. Comencem observant que tot espai
compacte és, en particular, paracompacte. En efecte, si M és compacte, tot
recobriment {U; };c; de M admet un subrecobriment finit {U;,,...,U;, }. Ara
bé, aquest subrecobriment és, en particular, un refinament de {U; };er, que és
localment finit, per ser finit.

A part dels espais compactes, donem altres exemples d’espais paracompac-
tes. Comencem per R™. Provarem a continuaci6 que R" és paracompacte.
Per a j = 1,2,3..., sigui X; la bola tancada de centre l'origen i radi j. Es
compleix, obviament, que R" és reuni6 de tots els subconjunts compactes X ;
R" = U2, X;, i que X; C )c(j_H, on )o(j+1 designa l'interior de X;;. Per a
j = 273,. cey Sigui Bj = Dj+2 — Xj—l i Cj = j+1 — )o(j. Els Bj son anelles
concéntriques obertes i els C'; son anelles tancades amb B; D C;. Pera j =1

99
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posem Bj = )0(3 i Cqy = X5. Tenim
R" = U;‘;lBj R" = U}?‘;le Bj D) Cj .

A més, cada punt de R™ té un entorn que talla, com a maxim, dos C;. Utilitzant
aquestes propietats, demostrem que R" és paracompacte. Sigui {Uy,}aca un
recobriment de R" per oberts. Hem de construir un refinament localment finit.
Peracadaj=1,2,..., {UsNB;}aca és un recobriment de C; per oberts. Com
que C; és compacte, sigui A; un subconjunt finit de A tal que {Uy N Bj}aca;
recobreixi Cj. Designem per {Vs} el recobriment de R™ format per tots els
{UaNBj}aca, corresponents a tots els j, quan j = 1,2,... Obviament, {V3} és
un refinament del recobriment inicial {U,}, ja que qualsevol V3 esta contingut
en algun U,. A més, {Vz} és localment finit ja que cada punt de R™ té un
entorn que talla com a maxim dos C;. Per tant, aquest entorn tallara, com a
maxim, els {Uy N Bj}aca, corresponents a aquests dos j.

Per donar més exemples d’espais paracompactes, recordem que un espai es
diu localment compacte si tot punt té un entorn d’adheréncia compacta. (R",
per exemple, és localment compacte.) Es pot adaptar la demostracié anterior
del fet que R" és paracompacte per demostrar que tot espai topologic localment
compacte amb una base numerable d’oberts és paracompacte. Vegem-ho. Sigui
M un espai topologic localment compacte amb base numerable d’oberts. A
partir de qualsevol base numerable d’oberts de M se’n pot construir una altra,
{U;}, i = 1,2,..., amb la propietat que les adheréncies U; siguin compactes.
Sigui X; = U;. Sigui k; el nombre natural més petit per al qual la reunié
Uy UUy U...UUy, conté X;. Sigui Xo = Uy U...UUy,. Aixi construim,
inductivament, una successio de compactes Xy, Xo, X3... amb la propietat que
Xj C Xjy1ique M = U2, X;. Quan arribem a aquesta situacié reproduim el
mateix raonament que hem utilitzat per demostrar que R" era paracompacte
i obtenim, aqui, la paracompacitat de M.

2 Definicié de varietat diferenciable i exemples

Al capitol anterior consideravem superficies de R®. Véiem, perd, que els exem-
ples que alla donavem (lesfera i el tor) no complien la definicié de superficie
parametritzada de R®. Donem ara una definici6 de varietat que inclogui els
exemples del capitol anterior. Comencem definint el concepte d’atlas.

Sigui M un espai topologic. Un atlas de classe C* sobre M i de dimensi6 n
és una colleccio de parells {(U;, ¢;) }ier, on U; és un obert de M i ¢; un homeo-
morfisme de U; sobre un obert de R", que compleix les condicions segiients:

1) M == Uie]Ui .
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2) Per a cada parell 4,5 € I tal que U; NU; # 0, Iaplicacio

wjop; !
(Pi(Ui N Uj) EREASSTEN (pj(Ui n UJ)

és una aplicacié C* de l'obert ¢;(U; NU;) de R™ en l'obert ¢;(U; N Uj;)
de R". (Recordeu que el concepte d’aplicacio diferenciable entre oberts
d’espais euclidians és un concepte ja definit en qualsevol curs elemental
d’analisi.)

Els parells (U;, ¢;) s’anomenen cartes locals de 'atlas. Substituint a la condi-
ci6 2) Pexpressio C* per C7, definiriem el concepte d’atlas de classe C”.

Per posar un exemple, considerem ’esfera S™(r) de radi r centrada a lorigen
de R"™'. Si anomenem N el pol nord (de coordenades (0,0,...,0,7)) i S el
pol sud (0,0,...,0,—r), sigui Uy = S™(r) —{N} iUy = S"(r) — {S}. Sigui
©1:U; — R™ la projeccié estereografica des del pol nord sobre el pla 2"t = 0
de equador. Sigui p9:Us — R™ la projeccio estereografica des del pol sud
sobre el pla de 'equador. Es facil comprovar que {(Uy, ¢1), (Us, p2)} constitueix
un atlas C*° i de dimensi6 n.

Si {(Ui, ¢i)}ier és un atlas de M i {(V},4;)}jes és un altre atlas, anome-
narem reuni6 dels dos atlas la colleccio {(U;, ¢;), (V}, )} ier; jes de tots els
parells del primer i del segon atlas.

La reuni6 de dos atlas no ha de ser forgosament un altre atlas. Perqueé fos
aixi s’hauria de complir que, si U; NV} # 0,

Yiop;

ei(Us V) ——— ¢;(UiNV;)
fos sempre un difeomorfisme entre els oberts ¢;(U; N V;) i ¢, (U; N V).

Direm que dos atlas de dimensié n i classe C'° son equivalents si la seva
reunié encara és un atlas de dimensié n i classe C'*°.

Una varietat diferenciable de dimensié n i classe C'™° és, per definici6, un
espai topologic M, Hausdorff, paracompacte, dotat d’'una classe d’equivaléncia
d’atlas de dimensio n i classe C*°.

Segons aquesta definicio, esfera S™(r) de R™*! dotada de I’atlas anterior
ens proporciona un exemple de varietat diferenciable de classe C*° i dimensi6
n.

La condici6 de paracompacitat que es demana de 1’espai topologic M és
nomeés per poder tenir particions diferenciables de la unitat, que definirem més
endavant.

Altres exemples senzills de varietats diferenciables son els segiients:

1) R™ és una varietat diferenciable amb I’atlas d’una sola carta local (R",id).
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2) Al capitol anterior hem considerat superficies parametritzades de R3,
(U, f), on U era un obert de R* i f una aplicaci6 diferenciable injectiva,
f:U — R3, tal que laplicaci6 lineal tangent f’(u) en cada u € U fos in-
jectiva. Un parell (U, f), on ara U és obert de R™ (en lloc de ser-ho de R?) i f
és una aplicacié de U en R™, m < n, amb les propietats anteriors, s’anomena
subvarietat parametritzada de R" de dimensié m. Doncs bé, sigui (U, f) una
subvarietat parametritzada de R"™ de dimensi6 m. Posem M = f(U) C R".
Dotem M de la topologia que consisteix a dir que un subconjunt de M és
obert si i només si és imatge per f d'un obert de U. Amb aquesta topologia
a M, laplicacio f sera, obviament, un homeomorfisme entre U i M. Podem
considerar llavors l'estructura de varietat diferenciable (de dimensié m) sobre
M donada per I'atlas d’'una sola carta local (M, f=1). (La topologia que hem
introduit a M pot no coincidir amb la topologia induida per R" (penseu-ne un
contraexemple).)

Per illustrar el concepte de varietat diferenciable, donem-ne un exemple de
naturalesa diferent: 1’espai projectiu P,(R).

A R™™ — {0} definim la relaci6 d’equivaléncia z ~ y si i només si existeix
A € R tal que z = \y. P,(R) és llavors, per definicio, I’espai topologic quocient
de R™™ — {0} modul ~. Anomenem 7 la projecci6 canonica

R — {0} — P,(R).

Donat u € P,(R), un element qualsevol de 7~ !(u) és de la forma (z°...z").
Direm que (2°...2") sén coordenades homogénies de u. Sigui Uy = {u €
P, (R) tals que les seves coordenades homogénies (2°(u), ..., 2" (u)) compleixen

2%(u) # 0}. Analogament definim U;, per ai = 1...n, per la condicié z%(u) #
0. Definim g per

Uy —— R"

o=

En general, definim ¢; per

Uy —— R"
(wo(u) 2 (u) 2 (u) x"(u))

B O 7 R O IR () A )

Es facil veure que {(Uy, o), (U1, 1), - - (Un,©n)} és un atlas de classe C™ i
dimensio n, que dota P, (R) d’una estructura de varietat diferenciable. Aquest
exemple és de naturalesa diferent a tots els anteriors ja que aqui P,(R) no es
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presenta com si estigués ficat dintre de cap R™, com passava en els exemples
anteriors.

Hem dit abans que la condici6 de paracompacitat que es demana a l’espai
topologic M en la definici6é de varietat diferenciable és una condici6é “técnica”
que s’utilitzard més endavant quan demostrem l’existéncia de particions de la
unitat. De fet, si M és un espai topologic dotat d'un atlas {(U;, ¢;)}ier de
dimensio n i classe C*°, com que cada punt de M té un entorn homeomorf (per
una carta local) a un obert de R™, M és localment compacte. Pel que hem dit
a l'apartat 1, basta, doncs, que M tingui una base numerable d’oberts perqué
sigui automaticament paracompacte. La condici6é de paracompacitat exigida en
la definicio de varietat diferenciable no és gens restrictiva. Els tnics exemples
que serien varietats diferenciables si no haguéssim exigit la paracompacitat de
I’espai topologic i que ara, amb 'exigéncia d’aquesta condicid, no ho sén, sén
exemples absolutament extravagants com el segiient:

Sigui X D’espai topologic R® amb la topologia que consisteix a anomenar
obert un conjunt U de R? si i només si la interseccié de U amb qualsevol pla
horitzontal de la forma z = a és un obert en el sentit usual (X és reunié disjunta
de tots els R? x {a} quan a € R. Es pren a X la topologia on cada R? x {a}
és una component connexa i on a cada R? x {a} la topologia coincideix amb
la usual). Definim a X la relaci6 d’equivaléncia segiient: (z,y,a) ~ (2/,y,b)
siinoméssiobéy=9y >0iazy+a=ay +b,obéey=9y <0ix=1
ia=b Sigui M el quocient X/ ~, amb la topologia quocient. Sigui 7 la
projecci6 canonica X — M. Per a cada a € R sigui U, = R* x {a} C X. U,
és un obert de X. Sigui V, = 7(U,). V, és un obert de M. m:U, — V, és un
homeomorfisme per a qualsevol a € R. Sigui ¢, la composicié

V, "5 U, =R*x {a} — RZ.

Es facil veure que {(V,, ®a)}.cR €S un atlas de M de dimensi6 2 i classe
C* i que, en canvi, M no és un espai paracompacte.

3 Aplicacions diferenciables entre varietats; es-
pai tangent

Sigui M una varietat diferenciable i {(U;, ¢;)} un atlas de M. Direm que un
parell (U, ), on U és un obert de M i ¢ un homeomorfisme de U en un obert
de R", és una carta local admissible de M si la colleccio {(U, @), (U;, i) }ier
és un atlas de M. Siguin M i N dues varietats diferenciables de dimensions
possiblement diferents. Sigui p € M. Una aplicacié f: M — N es diu diferenci-
able en el punt p si existeixen cartes locals admissibles de M i N, (U, ), (V, ),
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amb p € U, tals que f(U) C V i tals que laplicacio

Pl L2 (v
és diferenciable en el punt p(p). (Aquesta aplicacié és entre oberts d’espais
euclidians.) Es pot veure immediatament que si aquesta condicié es compleix
per a (U, ) i (V, 1), també es compleix per a qualsevol parell (U’, ¢'), (V',9)
de cartes locals admissibles de M i N que compleixin p € U’, f(U') C V.

L’aplicacié f: M — N es diu diferenciable si és diferenciable en tots els
punts.

Com que R és una varietat diferenciable de manera natural, tota aplicacio
diferenciable f: M — R es diu funcid diferenciable.

Remuntant-nos a les definicions, podem dir que una funci6 f: M — R és
diferenciable si per a un atlas {(U;,¢;)} de M es compleix que les funcions
fop; ! son diferenciables sobre ¢;(U;).

Com que tot obert U d’una varietat diferenciable M hereta de manera
natural una estructura de varietat diferenciable, direm que una funci6é f sobre
U és diferenciable quan ho sigui considerant U com a varietat diferenciable
total.

Al capitol anterior hem definit el concepte d’espai tangent en un punt d’una
superficie de R®. Procedint de manera analoga, voldriem definir aqui el con-
cepte d’espai tangent en un punt p d’una varietat diferenciable M. Pero aqui,
a diferéncia d’allo que passava al capitol anterior, M no esta ficada dintre de
cap R™, en principi.

Una petita corba x(t) de M és per definici6 una aplicacié diferenciable d’un
interval obert I. = (—¢,¢) de R en M, ¢t — x(t). Definim vector tangent
#(0) a aquesta corba en el punt x(0) € M com l'operador que a tota funcio
diferenciable f definida en un petit entorn de z(0) li associa el nombre real
(df (z(t))/dt)t=o. Observeu que t — f(x(t)) és una funcio diferenciable ordi-
naria de la variable ¢, ja que prenent una petita carta local admissible (U, ¢)
que contingui z(0) es t¢ f(z(t)) = f(p ' (¢(z(?)))), i p oz és diferenciable
perqué x(t) és una corba diferenciable, i f o p~! és diferenciable perqué f és
diferenciable.

Si 4(0) és el vector tangent a la corba z(t) en x(0) i §(0) el vector tangent
a y(t) en y(0), i si (0) = y(0) = p, llavors definim la suma #(0) 4+ y(0) com
I’operador que actuant sobre una f diferenciable definida en un petit entorn de
p, val

(£(0) +5(0)) (f) = £(0)(f) + 5 (0)(f) -

També definim el producte de &(0) per un escalar A com 'operador donat per

(A&(0))(f) = Az(0)(f)-
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Proposicié 4.1 La suma ©(0) 4+ ¢(0) és el vector tangent a una corba que
passa per p. També \i:(0) és el vector tangent a una corba que passa per p.

DEMOSTRACIO. Les dues afirmacions de la proposicié es demostren de manera
analoga. Farem només la demostracié de la primera. Prenguem una carta local
(U, ) amb p € U. Podem suposar (substituint si cal ¢ per ¢ o T, on T és una
translacio de R™) que ¢(p) és Porigen de R"™. Per tal de no sobrecarregar les
notacions, identificarem els punts de U amb els punts de p(U) C R" a través
de ¢. Amb aquesta identificacio, p sera (0...0) € R", i les corbes z(t), y(t)
donaran corbes (z'(t)...2"(t)) i (y'(¢)...y"(t)) de R™. Considerem la corba
de R"

t= (@) + 3 O, (57(0) + 5" (O)t)
on (0) i *(0) indiquen derivades ordinaries a l'origen de les funcions z*(t),

y*(t). El vector tangent a aquesta corba, considerada com a corba de M a
través de @, serd, segons la definicié, 'operador X definit per

x(f) =4 f((g‘gl(()) + 9 0)t,. .., (27(0) + y'”(O))t) =

- % t=0
=2 (SL)OW(O) +9%(0)) = %f(xl(t) (1)t

FTW D) 5" (1), = HO)() +9(0)(7) - B

Proposicio 4.2 L’espai vectorial T,(M) dels vectors tangents en el punt p a
corbes que passen per p té dimensié n (on n és la dimensié de la varietat M ).

DEMOSTRACIO. Amb les identificacions i notacions de la demostracioé de la
proposicié anterior, el vector X tangent a la corba t — (0,0...,¢,...0) (¢ en
el lloc 4) és l'operador

of )
dxt/o’

Anomenem (0/9z%)y aquest operador. Es tracta de demostrar que (9/9z1)o
...(0/0x™)¢ son base de T,,(M). Que engendren T,,(M) és obvi, ja que per a
una corba qualsevol z(t) tal que z(0) = p es té

o= (L) -5 (2) w0,

t=0

X(f)z%f(o...t...o)tzoz (

Provem que son linealment independents. Si > )\i( 321)0 = 0, aplicant aquest

operador a la funcié 27 es té Y. A;; = 0, és a dir, M = 0. I
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Aplicacié lineal tangent. Sigui f: M — N una aplicaci6 diferenciable entre
dues varietats. Sigui p € M. L’aplicaci6 lineal tangent de f en el punt p, que
designarem per (df),, o bé per (f;)p, o bé per f'(p), és 'aplicacié T,(M) —
T,(N) definida de la manera segiient. Al vector #(0), tangent a la corba x(t),
se i associa el vector tangent a la corba f(x(t)) de N, en el punt ¢ = 0. Sigui
(U, ¢) una carta local de M tal que p € U, i (V,9) una carta local de N amb
f(p) € V. Si identifiquem els punts de U amb els de o(U) C R" i els punts de
V amb els de ¥(V) C R™, f donara una aplicacié diferenciable

(z'.a™) — (Yt 2,y (e a)).

El vector tangent a una corba t — (z'(t)...z"(t)) de M sera

Zii(o)(aii)p'

Aquest vector s’aplicara en el vector tangent a la corba

t—=y' (2 (t)...a"(®t),...,y" (2" @), ..., 2" (1) ,

que sera

2 (%Lﬂ(o)(@?ﬁ)ﬂp) '

0

Per tant, I'aplicaci6 lineal tangent de f és l'aplicacio lineal que en les bases
0 oy (-2 _0_ 5 i el ia (2
(axl )p ... (Bx" )p i (ayl )f(p) o (aym)f(p) té per matriu el jacobia (((%J )p) .

4 Camps vectorials, camps tensorials, formes di-
ferencials

Sigui M una varietat diferenciable. Un camp vectorial sobre M consisteix a
assignar a cada p € M un X, € T,(M). Sigui (U,¢) una carta local. Si
xl... 2" son les funcions coordenades a qué déna lloc la carta local (funcions
coordenades de R", que a través de la identificacié de U amb ¢(U) s6n funcions

sobre U), llavors, per a x € U, X, s’expressara

%= LX) g57),

El camp es diu diferenciable si les funcions X?(x) sobre U ho sén, i si aixo
passa per a tota carta local (U, ¢) admissible.
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Si f és una funci6 i X un camp vectorial, designarem per X (f) la funcio
p—= Xp(f).

Donats dos camps X, Y, es defineix el claudator dels dos camps com el camp
[X,Y] que assigna a cada punt p el vector tangent [X,Y], donat per

X Y] (f) = X, (Y(£) = Yo (X(f) -

Si f és una funcié diferenciable definida en un entorn d’un punt p de M, es
defineix la diferencial de f en p, (df),, com lelement de T,(M)* donat per
(dfp)(X) = X (f) per a qualsevol X de T),(M). Es despreén de la definicié que si
(U, ¢) és una carta local que contingui p, i 2! ... 2" s6n les funcions coordenades
d’aquesta carta, {(dz'),...(dz"),} és la base dual de {(—) . (agn)p}'

I
Un camp tensorial t, k vegades contravariant i r vegades covariant, consis-

teix a assignar a cada p € M un element ¢, € (®"T,(M)) ® (®"T,(M)*). En
una carta local (U, ¢), t, s’expressara

b=t @ (), 00 (), @ @0 8 @),

(Aqui utilitzem el conveni que hem fet al capitol 1 de suprimir els sumatoris.)
El camp es diu diferenciable si per a cada carta local (U, ) les components
t;l ;’“ (x) son funcions diferenciables de x = (x!...2m).

Una r-forma diferencial ¢ sobre M consisteix a assignar a cada p € M un

element ¢, de A"T,(M)*. En una carta local es tindra

= > b @(da) A A (dar)

1<...<Jr

La r-forma es diu diferenciable si per a tota carta local les funcions ¢,,. ;. (z)
ho son.

Siguin (U, ) i (V,1) dues cartes locals amb U NV # (). Siguin (z!...2")
les funcions coordenades corresponents a la primera carta local i (y!...y") les
de la segona. El canvi de cartes

Yo lip(UNV) — p(UNV)
vindra donat per (2.
pde UNYV es tindra

sz = (yl(et.am), .y (@t .. 2™)). En cada punt

) oy’ 0
(axi)p - Zj(az?)p(@)p (4.1)
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Si ¢ és una r-forma diferencial, ¢ s’expressara sobre U per

du = Z dUiy...in (x)dﬂcil A...ANdzir =
i1 <. iy (42)

1 ) )
= *'¢Ui1...ir (.’L‘)dﬂ?“ A AN dx'T .

7!

Sobre V' tindrem una expressié analoga
1 i1 Ty
dv = Fﬁbvn..‘ir(i‘/)dy N Ndy'.

Tenint en compte (4.1) tindrem, a U NV
ayil 6:1/”

jl jr
pe ...8xjrdx Ao o ANdeT .

du =y = %QSVil‘..ir (v)

Ara bé, aquests coeficients no soén antisimétrics en j; ...j.. Perqué ho siguin
(vegeu capitol 2) haurem de posar

6= 1 (1 g Oy oyt

=aln PVi..ir (y))cl:ck1 A ANdxPr.

rl kke g T 9gar

Igualant amb Pexpressié (4.2) tindrem

1

r!

o 8yi1 ayir
e EINTIEE %éﬁwl..ﬂ:r (y(z)) , (4.3)

PURy .. kpsy (T) =

que és la igualtat que relaciona les components de ¢ en dos sistemes de coor-
denades diferents.

Es poden trobar condicions analogues per a les components de camps ten-
sorials.

La diferencial exterior. Si ¢ és una r-forma diferencial sobre M que en
cada carta local s’expressa per (4.2), es defineix la diferencial exterior de ¢
com la (r + 1)-forma diferencial sobre M donada en cada carta local per

1 A A
dp = Zdiy, i, Ndz A A dat =
r.

1 1 i Odi
Ji1e.ip i1 k k.
ﬁ((rJrl)!gkll---’“MW)dx A e

(Per a aquesta altima igualtat, vegeu el capitol 2.)
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Les components de d¢ seran, doncs,

Ak, .k, yy () = ﬁgfcll...kTHbT . (4.4)

De la condicié de compatibilitat (4.3) per a les components de ¢ es dedueix que
les components de d¢ també compleixen una condicié de compatibilitat analo-

ga. Per tant, d¢ és una (r + 1)-forma (global) que no depén de les coordenades
utilitzades en la seva definici6.

5 Formes diferencials i aplicacions multilineals
alternades. Imatge inversa d’una forma dife-
rencial per una aplicaci6

Al capitol 1 hem vist que si F és un espai vectorial, podiem identificar E* ® E*
amb l’espai d’aplicacions bilineals de E' x FE en R. Analogament es pot identi-
ficar A" E* amb Despai A(E,.. .., E;R) d’aplicacions multilineals alternades
de Ex ..".. xE en R.

Si ¢ és una r-forma diferencial sobre M, en cada punt p podem pensar
¢p € N'T,(M)* com un element de A(T,(M),.. .(T...,Tp(M);R). Aixi doncs,
sivi...v, € T,(M), té sentit parlar de ¢p(v1...v,) € R. A vegades ometrem
el punt p i escriurem ¢(vy ... ;).

Sigui f: M — N una aplicaci6 diferenciable entre dues varietats M i N.
Sigui ¢ una r-forma diferencial sobre N. Sigui p € M. Designarem per f*(¢),
Pelement de A"T,(M)* definit per

F@)pv1...v0) = sy (f'(P)V1, -, [ (D)) . (4.5)

Sigui (V%) una carta local de N que contingui y = f(p). Si ¢ s’expressa en
aquesta carta local per

1 ‘ .
¢ = ﬁ@bil...ir(y)dy“ Ao Ndy'T,

deixem al lector el treball de comprovar que en una carta local (U, p) de M
que conté p i tal que f(U) CV, f*(¢) s’expressa per

% . 1/1 G1.edr afil 8]”7 ) .
f (¢) (Egkl,,_kr Oxir s %¢21...1T

Tl

(f(ac)))dxkl A dahr (4.6)

(compareu amb les expressions del capitol 2). Aquesta expressié posa de ma-
nifest que si ¢ és diferenciable, f*(¢) també ho és, cosa que amb la definicio
(4.5) no quedava clara.
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Del que hem dit al capitol 2 es desprén que es compleix

df*(¢) = f*(d¢) .

6 Particions de la unitat

En tot el que hem fet fins ara, encara no hem utilitzat mai la condici6 de
paracompacitat que hem exigit a les varietats diferenciables. Ara introduirem
una técnica, la de les particions de la unitat, que farem servir més endavant per
definir la integracié. Sera ara quan utilitzem la condicié de paracompacitat.

Una propietat important de les varietats diferenciables (paracompactes) és
la donada pel lema segiient.

Lema 4.3 (Lema de 'encongiment) Sigui M una varietat diferenciable. Si
{Ui}ier és un recobriment de M, existeix un altre recobriment {V;}ier, amb el
mateix conjunt d’indexs I, tal que V; C U;.

DEMOSTRACIO. Per a cada x € M elegim un entorn W/ de = amb W/, contin-
gut en algun U;. Sigui {W, }4ca un refinament localment finit del recobriment
{W!Ysem. Per a cada i € I considerem B; = {a € Atals que W, C U;}.
Sigui V; = Ugep,Wa. Com que {W,} és localment finit, és facil veure que
V. = UaeBiWa. En efecte, la inclusio UaeBiWa C V; és evident, ja que si
x € UW,, z és d’algun W,. Tot entorn de z talla aquest W,. Per tant, ta-
lla la reuni6 de tots, que és V;. Demostrem la inclusié contraria. Prenguem
x € V;. Com que {W,} és localment finit, existeix un entorn D de z que només
talla un nombre finit de W, i, encara amb més rad, un nombre finit de W,
amb o € B;. Siguin Wj ... W, aquests W, amb « € B; que sén tallats per
D. Com que z € V;, tot entorn S de x contingut a D talla Wi U ... U W,.
Per tant, € W1 U...UW, = W1 U...UW, C UaEBiWa- Tenim, doncs,
V, = UaeB; W,, C U;. Es obvi que els V; recobreixen M. §

Teorema 4.4 Sigui M una varietat diferenciable, i {U;};c; un recobriment de
M localment finit tal que cada U; sigui compacte. Llavors, per a cada i € I,
existeix una funcié diferenciable f; sobre M de manera que la colleccié { f;}ier
compleix les propietats segiients:

1) Peratotz e M, 0< fi(z)<1.
2) El suport de f;, que anomenarem sup f;, esta contingut a Uj.

3) > icr filx) =1 per a tot x € M.
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VAN

a b

Figura 4.1

El sumatori de la propietat 3) (que pot contenir infinits termes) cal interpre-
tar-lo de la manera segiient. Cada x € M esta contingut només en un nombre
finit de U; (perqué el recobriment és localment finit). Per la propietat 2), si
x ¢ U;, fi(x) = 0. Per tant, fixat x, en el sumatori de la propietat 3) només
hi haura un nombre finit de termes no nuls. Llavors se sumen aquests termes
(suma finita).

La collecci6 { f;} s’anomena partici6 de la unitat a causa de la propietat 3).

Abans de demostrar el teorema necessitem el lema segiient.

Lema 4.5 Sigui K un compacte d’una varietat diferenciable M, i U un obert
que conté K. Existeix una funcié diferenciable f sobre tot M que val 1 sobre
K i0 foradeU.

DEMOSTRACIO DEL LEMA. Donats aib € R tals que 0 < a < b, comencem
provant el lema en el cas que M = R", que K és la bola tancada de radi /a
centrada a lorigen, i que U és la bola oberta de radi v/b centrada a l’origen.
Sigui p: R — R la funci6é d’una sola variable definida per

@<x>=exp(xib—xia)

sia <z <bigpr)=0en cas contrari. Es ben conegut que aquesta funci6
és C™ a tots els punts i que té un grafic com el que indica la figura. Sigui

D(z) = (f; ga(x)dx) / (ffga(x)dx) Com que p(x) era C°, ®(x) també ho
sera. ®(x) valdra 1 des de —oo fins al punt a, sera decreixent fins al punt b, en

el qual valdra zero, i sera nulla des de b fins a oco.
La funcié ¥ sobre R" definida per

compleix les propietats desitjades. Demostrem ara el lema en general. Sigui
ara K un compacte d’una varietat diferenciable i U un obert que conté K. Per
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a cada x € K siguin S, i S, dos entorns oberts de z continguts en un domini
V d’una carta local (V, ), amb S, C S, C U i tals que ¢(S.) i ¢(S,) siguin
dues boles concéntriques de R™. Seleccionem un recobriment finit S7,...,.S),
del recobriment Ugzecg S, del compacte K. Cada S, estard contingut en el
corresponent S;. Com que S; i S, estan continguts en una carta local i son
homeomorfs (per ’homeomorfisme ¢ de la carta) a boles concéntriques de R",
podem trobar una funcié diferenciable ¥;: M — R que valgui 1 sobre 5; i0
fora de S;. La funci6 f: M — R donada per f=1— (1 —Ty)...(1 — Uy) és
diferenciable. Provem que val 1 sobre K i 0 fora de U. En efecte, siz € K, x és
d’algun S;. La ¥; corresponent valdra 1 en el punt x. Per tant, 1 — ¥,;(z) = 0.
Per tant, f(z) = 1. Si ara z ¢ U, x no sera de cap S;. Per tant, ¥;(x) = 0 per
a tot 4. Per tant, f(zr)=1-1=0. 1

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA. Pel lema de l’encongiment, prenguem un
recobriment {V;} tal que V; C U;. Tornem a aplicar el lema de I’encongiment
i prenguem un recobriment {W;} amb W, C V;. Tindrem W; Cc V;, C V;, C
U; € U;. Com que U; és compacte, W; també ho sera. Sigui g; una funcié
diferenciable que valgui 1 sobre W; i 0 fora de U; (lema anterior). Sigui g =
> icr 9i- Per acada x € M, en el sumatori ) g;(x) només hi ha un nombre
finit de termes no nuls. Més encara, cada x € M té un entorn U, tal que
fora de U, tots els g;, llevat d’un nombre finit, s’anullen. Com que les g; séon
diferenciables, g sera diferenciable a U,. Com que aixd passara per a tot x,
g sera diferenciable. A més, g no s’anullara en cap punt, ja que cada z € M
esta contingut en algun W; i llavors g;(x) = 1. Sigui f; = g;/g. Evidentment,
> fi = 11 el teorema queda demostrat. i



Capitol 5

Varietats de Riemann

1 Definicié i exemples. Longitud de corbes

Sigui M una varietat diferenciable, i ¢ un camp tensorial diferenciable sobre
M dues vegades covariant. En cada z € M, g, sera un element de @27, (M)*.
Recordem que al capitol 1 haviem establert un isomorfisme canonic entre ®2E*
i L(E,E;R). Per tant, g, podra pensar-se com una aplicaci6 bilineal

9o T (M) x T,(M) — R.

Direm que g és simétric quan en tot punt z es compleix g, (v1, v2) = gz (va, v1).
Aix0 coincideix amb la definicié de tensors simétrics donada al capitol 1. Direm
que g és definit positiu quan g, (v,v) > 0 per a tot v # 0 1 tot .

Definicié 5.1 Una varietat de Riemann és una varietat diferenciable M dota-
da d’un camp tensorial diferenciable g, dues vegades covariant, simétric i definit
positiu. g s’anomena métrica de Riemann.

Exemples. El producte escalar usual de R™, donat per

R™ x R™ i> R
(:f7 Zj) — Z wiyi )

dota R™ d’una estructura de varietat de Riemann.

Sigui (U, f) una subvarietat parametritzada de R™ (vegeu capitol 4, apartat
2). M = f(U) és una varietat diferenciable (d’una sola carta local, (M,f~1)).
Com que T, (M) C R™, sigui g, la restricci6 de la métrica g de R™ a T, (M) x
T,(M). Aixo dota M d’una estructura de varietat de Riemann.

73
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Un altre exemple significatiu de métrica de Riemann “abstracta” és el se-
giient. Sigui M = {(z,y) € R?, amb y > 0}. Considerem sobre M el camp
tensorial dues vegades covariant donat per

dr @ dr +dy ® dy
9= 5 :
Y
Amb la identificaci de @?T,(M)* i L(T,(M),T,(M);R), aquest g dona lloc

en cada punt p = (x,y) a aplicaci6 bilineal segiient:

0 0 o o0, 1 0 o0, 1

g(x’y)(%’ 67y> =0, g(way)(%v %) =20 g(l,y)(%a 87y) =

v
Aquesta métrica dota M d’una estructura de varietat de Riemann.

Definicié 5.2 Si (M, g) és una varietat de Riemann i x(t) és una corba di-
ferenciable de M, es defineix la longitud de z(t) entre dos punts x(a) i x(b)

/ o0, a0t

2 Connexions i simbols de Christoffel

Sigui M una varietat diferenciable. Designem per X' (M) el conjunt de camps
vectorials diferenciables sobre M, i per F(M) el conjunt de funcions diferen-
ciables. X (M) és de manera natural un F(M)-modul. Una connexi6é V sobre
M, o un operador de derivacié covariant, és per definicié una aplicacid

X(M)x X(M) —— X(M)
(X,Y) — VyY

que compleix les propietats segiients:
a) Vx,+x,Y =Vx, Y +Vx,Y.
b) Vx (Y1 +Y32) =VxY; +VxYs.
c) VyxY = fVxY  on f és una funcio.
d) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY.

La proposici6 segiient ens sera molt util.

Proposicié 5.3 Sigui V una connexié sobre M, i U un obert de M.
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1) Siels camps X i X’ coincideixen sobre U, llavors VxY i Vx'Y coinci-
deixen sobre U.

2) Siels campsY 1Y’ coincideixen sobre U, llavors VxY i VxY' coincidei-
xen sobre U.

DEMOSTRACIO.  La demostracié d’1) i 2) és similar. Farem només la d’1).
Sigui Z = X — X'. Basta provar que si Z s’anulla sobre U, llavors V7Y s’anul-
la sobre U. N’hi ha prou amb veure que, fixat p € U, (VzY), s’anulla. Sigui
V un entorn de p contingut a U. Sigui f una funci6 diferenciable sobre tot M
que valgui 0 en p i 1 fora de V. Llavors Z = fZ sobre tota la varietat, ja que
f val 1 fora de V, i dintre de V tots dos membres s’anullen. Tindrem, doncs,

VY =VgY = VY.

Per tant, (VzY), = f(p)(VzY), =0. 1

Com a corollari immediat de la proposici6 5.3, (aplicant successivament 1)
i2)) tenim el teorema segiient:

Teorema 5.4 (Principi de localitzacio de connexions) Siguin X, Y, X' 1Y’
camps vectorials sobre M. Si X = X' sobre U i Y = Y’ sobre U, llavors
VxY =Vx'Y’ sobre U.

Aquest teorema té com a conseqiiéncia que tota connexié V sobre M indueix
una connexié Vy sobre cada obert U, de la manera segiient. Si X, Y soén
camps sobre U, siguin X, Y camps sobre M que coincideixin sobre U amb X,
Y respectivament. Llavors (Vi) xY, que estem definint sobre U, és la restriccio
a U de VXY/. El principi de localitzaci6 ens assegura que (Vy)xY no depén
de les extensions X , Y concretes elegides.

A partir d’ara ometrem U i escriurem només V per designar tant la connexid
sobre tot M com la que indueix sobre cada obert U. Si e;...e, séon camps
vectorials diferenciables sobre un obert U que en cada punt constitueixen una
base de 'espai tangent, en cada punt V., e; serd combinacio lineal de e; .. . e,,.
Designem per Ffj els coeficients d’aquesta combinaci6 lineal:

Ve.e; = Tjex (5.1)

(aqui usem el conveni de sumacié d’indexs del capitol 1).
Els Ffj s’anomenen simbols de Christoffel relatius a la base e;...e,. El
coneixement dels simbols de Christoffel equival al coneixement de la connexid
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sobre U. En efecte, siguin X, Y dos camps sobre U. Posem Y = ZYjej.
Tindrem

VxY =Vx(Ye;) = X(Y7)e; + Y Vxej = X(Y)e; + Y/ X Tier .
O sigui,
VxY = (X(Y*) + YIXT) e (5.2)

La formula (5.2) ens diu que el coneixement dels simbols de Christoffel i
dels camps X, Y determina VxY. No obstant aixo, la formula (5.2) ens diu
també una cosa que resumirem en la proposici6 segiient.

Proposicié 5.5 Sigui V una connexié i p un punt de M. Per conéixer (VxY),
basta conéixer X, i conéixer Y sobre una petita corba x(t) de M tal que
z(0) =piz(0) = X,.

DEMOSTRACIO.  (VxY), sera igual al segon membre de (5.2) avaluat en
el punt p. Per conéixer X(Y*) en el punt p, com que X (Y*) sén derivades
direccionals en la direccié de X, bastara conéixer les funcions Y* sobre una
petita corba z(t) tal que 2(0) = p i #(0) = X,. Per conéixer YinFfj en el
punt p bastara conéixer X, Y}, i Ffj (»)- 1

3 Derivades covariants de camps que només es-
tan definits sobre corbes

Sigui x(t) una petita corba de M. Anomenarem camp vectorial amb suport
la corba x(t) I'assignacié dun vector Y, ) € Ty (M) a cada punt z(t) de la
corba. Si prenem una carta local (U,z'...2") que contingui la corba, Y,
s’expressara

PN
Yoy = ZY (t)@,

on les components Y depenen de ¢. El camp amb suport la corba z(t) es diu
diferenciable si les funcions Y*(¢) son funcions diferenciables de t¢.

Proposicié 5.6 Sigui x(t) una petita corba de M, i p = x(0). Sigui Y un
camp diferenciable amb suport la corba x(t). Existeix un camp diferenciable
Y’ sobre tota la varietat, i un € > 0 tals que Y coincideix amb Yaﬁ(t) per a

t] < e.
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DEMOSTRACIO.  Es facil construir un sistema de coordenades (U, z'...2")
en un petit entorn de p tal que ¢ — (£,0...0) sigui la corba donada. Y,
s’expressara

0
ozt’

Yito..0 = Y'(t)

és a dir,
0
Ot

Y(xl,o...o) = Yi(xl)

Considerem el camp Y sobre U definit per Yi(x!)9/0xt. Sigui f una funcio
diferenciable sobre tot M que valgui 1 en un petit entorn de p i 0 fora de U. El
camp Y’ = fY estara definit sobre tot M i complira les condicions desitjades. |

Definicié 5.7 Si z(t) és una petita corba i Y és un camp diferenciable amb
suport aquesta corba, definim VY en cada p = x(tg) de la corba com
(Vx:Y"),, on X' 1Y’ sén, respectivament, extensions a tota la varietat de
#(t) 1Y donades per la proposicié anterior.

La proposicié 5.5 ens assegura que V)Y no depén de les extensions X',
Y’ concretes elegides.

4 Connexio de Riemann

Sigui (M, g) una varietat de Riemann, on M és la varietat diferenciable, i g la
métrica. Una connexié V sobre M es diu que és compatible amb la métrica g
si compleix la propietat segiient:

X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) (5-3)

per a camps X, Y, Z qualssevol. Observeu que g(Y, Z) és la funci6é que a cada
x i fa correspondre ¢,(Y,, Z,). X(g(Y, Z)) vol dir la funcié que en cada x val

Teorema 5.8 Si (M, g) és una varietat de Riemann, existeix una tnica con-
nexi6é V sobre M compatible amb g i que compleix

[X,Y] = VxY = VyX (5.4)

per a tot X, Y.
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L’tnica connexié V donada per aquest teorema s’anomena connexié de Ri-
emann.

DEMOSTRACIO. Escrivim la propietat (5.3) de compatibilitat amb la métrica
fent una permutacio6 ciclica de X,Y, Z:

X(g(v,2)) =g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)
Y(9(2, X)) =9(VyZ,X)+g(Z,VyX)
Z(9(X,Y)) =g(VzX,Y) +g(X,VzY).

Sumem les dues primeres igualtats i restem la tercera. En el segon membre de
la igualtat resultant, utilitzem el fet que g és simétric i (5.4). Tindrem

X(g(Y, Z)) +Y(g(Z,X)) — Z(g(X, Y)) = g(VXY, Z)+
+Q<VYX7 Z) —|—g(Y, [X7 Z]) +9(Xa [Y7 Z]) :

Sumem i restem g(VxY, Z) en el segon membre d’aquesta igualtat i utilitzem
(5.4):

X(9(Y,2)) +Y(g (ZX>) Z(9(X,Y)) =2¢(VxY, Z)+
9(2, [V, X]) + gV, [X, Z]) + 9(X, [, Z]) .

Aquesta igualtat es pot escriure

o(VxY.2) = {X(o(v.2)) + Y (92, X)) 2(0(X,¥)) -

(5.5)

—9(X.[v,2]) - g(V,[X. 2]) - (2,1, X)) }.
Aquesta igualtat determina VxY en cada punt p de manera unica (ja que
es coneix el producte escalar de (VxY'), amb qualsevol Z,). Aixo demostra
la unicitat de la connexi6 V que compleix les propietats exigides pel teorema.
Quant a I'existéncia, basta provar que el camp V xY determinat en tot punt per
la formula (5.5) compleix totes les propietats d’una connexi6 i també compleix
(5.3) i (5.4). Aquesta comprovaci6 la deixem per al lector. I

Sigui (U,z!...2") una carta local de M. Vegem com es determinen els
sfmbols de Christoffel relatius a la base 9/dx!...9/0z", de la connexié del
teorema 5.8. Sigui

g2 2
9ii = N ozi” 9w’
Localitzem la connexi6é a I'obert U i escrivim (5.5) prenent
0 v — 0 0

S Ve YT
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Observem que els claudators de dos d’aquests camps sén nuls ja que

0 0 o 0 o 0
5 55 D = 3555 D) ~ 507 5

La formula (5.5) s’escriura
, 10 0 0
gk = 5{%(9]%) + %(gm) - W(gij‘)} :

(f) =0

Si designem per (%) la matriu inversa de (g;;), tindrem

s 1 T
U = 59" (9igin + 90 — 0kgis) (5.6)

on hem abreujat 9; = 9/0x".

5 Calcul de variacions i geodésiques

Sigui z(t) una corba d’una varietat de Riemann. Sigui p = x(0), ¢ = =(1).
Reparametritzem la corba per I’arc. Tornem a anomenar ¢ el parametre arc.
Tindrem x(0) = p,xz(a) = ¢, on a és la longitud de l'arc de corba entre p i
q. Una variaci6 d’aquesta corba amb extrems fixos p i g és per definici6 una
aplicaci6 diferenciable a de Pobert U = (—¢,¢) x (—¢,a +¢) de R? a M,
v —— M
(s,t) o a(s,t),

tal que:

1) a(s,0) =p, afs,a)=q per a tot s.

2) «(0,t) = x(t) per a tot ¢t € [0, al.

En tot punt a(so,to) de M definim els vectors 0/0s i 0/0t de Ti(s,,4) (M)
com els vectors respectivament tangents a les corbes s — a(s, ) i t = a(sq, ).
Per a s fix, sigui a;, la corba t — «a(sg,t). La longitud de a; entre p i ¢ val

L(as) = /0“ g(s, Gs)dt = /O“ \/9((;)543,@’ (%)a(s,t))dt'

Escriurem aixo abreujadament:

o= [ WG
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L(as) és una funci6 de s que quan s = 0 val la longitud de la corba inicial x(¢)
entre p i g. Direm que la corba inicial x(¢) és extremal de la longitud entre p i

. dL(0)
( d:s )3:020

per a tota variaci6 « de z(t) amb extrems fixos p i ¢. Trobem condicions
necessaries i suficients perqué aixo passi.

d @ 0 (0 0
o= [t 242 2) i
ds 0 9 g( 2 %)s 0s ot ot/ s

En fer s = 0, com que 9/0t sobre la corba inicial té norma 1, ja que la corba
esta parametritzada per I'arc, tindrem:

(disL(as))s:o - ;/Oa %g(%, %)s:odt

Provem que sobre a(U) es compleix

o s0 0 0 0 0 0 o 0

o= =) = 5 — — vV, —)=9 5 — ). )

asg(at’at) g(v%at’at)Jrg(at’v%at) g(V%at’at) (5:7)

Malgrat que 9/0s 1 9/9t no sén camps sobre M, ni tan sols sobre un obert
de M, fixat un punt a(sg, tp) de (U), en virtut de la proposici6 5.6, existeixen

camps X, Y sobre M tals que sobre la corba s — (s, tg), en un petit entorn
de a(sg,t0), coincideixen amb 0/0s i 0/0t. Llavors, com que

o | =

Q!

en el punt a(sg,tg) es complira (5.7). Tindrem:
VxY =VyX - [X,Y].

Pero

5 2
X bt ) = (55) oy~ () =

(%L(Oés))gzo _ /Oag<vg‘ %, %)Szodt'

Per una formula analoga a (5.7), tenim

o(Vage ) = w(ge ) o5 V)

Per tant,
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Per tant,

()= oG ) o= [ oG am) e

Pero el primer terme del segon membre és nul ja que 9/0s s’anulla en els punts
piq corresponents at=01it=a.

Si z(t) és extremal de la longitud, ’expressio anterior s’haura d’anullar per
a tota variacié «, la qual cosa implica que V%% = 0 sobre la corba s = 0,
és a dir, sobre la corba z(t) original. En efecte, en cas contrari sempre es pot
fabricar una variacié « en qué la integral

@ o 0
29, 9)
/0 g(as % 9t ) =0
sigui positiva.

Resumint, una condici6 necessaria i suficient perqué una corba z(t) parame-
tritzada per l’arc sigui extremal de la longitud és que V) @(t) = 0.

Proposicié 5.9 Si z(t) és una corba que compleix V;)#(t) = 0 encara que t
no sigui el parametre arc, quan es reparametritza per ’arc, compleix la mateixa
condici6.

DEMOSTRACIO. Sobre una tal corba es tindra

o ,0 0 0 0

ag(&a a) = QQ(V%&’ &) =0.

Per tant, g(#,4) no depén de t (és constant). Per tant, si u és el parametre
arc, es té t = ku, on k és una constant, i la proposicié queda demostrada. i

Definici6é 5.10 Anomenarem geodésica tota corba x(t) tal que V;)@(t) = 0.

Tenint present la formula (5.2), s’obté immediatament que en una carta
local (U,z'...2") I'equaci6 V;)@(t) = 0 s’escriu

d?z’ . dad dat
4T = =0, 5.8
@z T a (58)
on F;k son els simbols de Christoffel relatius a la base a%l e agn'

Com que l'equacié de les geodésiques s’escriu V& = 0, molts matematics
allunyats del moén de la fisica o del calcul de variacions en la seva formulacid
primitiva d’Euler, tenen la ferma conviccié que per escriure explicitament les
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equacions de les geodésiques d’una determinada métrica de Riemann és indis-
pensable haver calculat abans la derivada covariant V associada a la métrica, ja
sigui pels seus simbols de Christoffel o per algun altre procediment equivalent.
Res més lluny de la realitat. A continuaci6é descriurem un procediment que evi-
ta aquest calcul i permet escriure directament les equacions de les geodésiques
a partir de ’expressié de la métrica en una carta local. Aqui només donarem la
recepta del procediment, deixant la seva justificacio per a més endavant (vegeu
Papartat 5 del capitol 8, proposicié 8.1). L’esmentada justificacio utilitza el
concepte de fibrat tangent que trobarem a ’apartat 2 del capitol 8. La recepta
del procediment que donarem ara, en canvi, és senzilla i no necessita cap co-
neixement previ, a part dels introduits fins ara. Si (U, z!,...,2™) és una carta
local d’una varietat de Riemann (M, g), tindrem que g s’expressara a U de la
manera seglient:

9= Zgijdxi ® da’

amb les g;; funcions de z* ... z". Escrivim a continuaci6, formalment, la funci6
de les 2n variables a'...z", &' ... &" que té 'expressi6 segiient, i que tornem
a designar per g fent un abis de llenguatge:

1 AKX Y]
g= E gij(x” .. a™)a'd? .
Escrivim formalment les equacions

499 _ 99 (5.9)
dt 0zt Ox*

amb la convenci6 que da?/dt = &' i que di*/dt = i*. Aquestes son les equacions
de les geodeésiques. Per tal d’entendre millor aquesta recepta, apliquem-la per
obtenir les equacions de les geodésiques del semipla de Poincaré M = {(x,y) €
R?amb y > 0} dotat de la métrica g = (dz ® dz + dy ® dy)/y*. La funcié g
de les variables x,y, i, 7 associada a la métrica anterior sera g = (42 + 92) /y>.
Tindrem

g 2 09 2 09 Oy _ A+

or  y2' 9y y*' oOxr ' Oy y3

d dg 2iy? — iy d 99 2ijy% — 4y

dt 0 yA Toodt Oy y '
Les equacions de les geodésiques seran, doncs,

Fy — 25 =0
Gy — 9 +4*=0.
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6 Isometries infinitesimals

Definicié 5.11 Direm que un camp vectorial X sobre una varietat de Rie-
mann (M, g) és una isometria infinitesimal si el grup uniparamétric local de
transformacions {¢;} que li correspon esta format per isometries. Aixo equi-
val a dir que per a tot x € M i tot v,w € T,(M) es compleix g,(v,w) =
G (2) (04 (7)v, i (x)w), qualsevol que sigui t en I'interval | — ¢, [ de definicié
de ¢i(x), on ¢;(z) indica I'aplicacié lineal tangent de pi(x). Les isometries
infinitesimals també s’anomenen, a vegades, camps de Killing.

Proposicié 5.12 Sigui X un camp vectorial d’una varietat de Riemann (M, g).
Les tres afirmacions segiients sén equivalents:

1) X és una isometria infinitesimal.

2) En qualsevol carta local (U,z'...2™) de M en la qual X s’expressi X =
3 X19/0xt es compleix:

o k
gzy Z( gkj+glk8 ]>7
k

on gi; = g(0/0x",0/027).
3) Per a qualsevol parell Y, Z de camps vectorials sobre M es compleix

X(g(Y, 2)) = 9([X, Y], Z2) + g(Y, [X, Z]).

DEMOSTRACIO.  Provem l’equivaléncia de 1) i 2). La condici6 d’isometria
infinitesimal equival a dir que fixats € M i v,w € T, (M), la funcio

fa:,v,w(t) = Gy (x) ((p;(x)v, <p;(x)w)

és constant (com a funcié de t). Veurem ara que aquesta condici6 equival al
fet que per a tot x € M i tot v,w € T, (M) es compleixi

d

Hauriem de veure que aquesta tltima identitat implica dfy . (t)/dt = 0 per a
tot ,v,w. Com que ¢; és un grup uniparamétric, de la definicié de fy .4 (t)
es desprén

frww(t+8) = fo,(2),0) @00 @)w(8) -
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Per tant,

d d d
%fx,v,w(t) = s (fr,v,w(t + 5))5:0 = ds (fsat(x)»%(l)“a%(QU)W(S))S:O =0.
Situem-nos en una carta local (U, z!...z"). Tindrem

Foww(t) = gi5(0e(2) (0 (2)0) () (w)w) .

Tenint en compte que

' Ay ()’
/ T k
(i) = 3 25
derivem f, 4 ., (t) en el punt ¢ = 0 i igualem a zero. Tindrem

(“)gij BXJ

oxk azk ¥
En el segon terme del primer membre d’aquesta igualtat, intercanviem entre
ells els indexs de sumacio k, 7, de manera que k passi a anomenar-se i, i ¢ passi
a anomenar-se k. Analogament, en el tercer terme intercanviem els indexs k, j.
Llavors la identitat anterior s’escriu

k k
(Xk gili + gkj% + gzk%);> v'w! =0.

Com que aix0 s’ha de complir per a tot v, w, aquesta igualtat equival a la de
Penunciat de la condici6é 2). Aixo prova lequivaléncia entre 1) i 2). Provem
ara l’equivaléncia de 2) i 3). Com que

{ a] ax* 9

k—o.

o OX? ) .
Xk/Ulw] + gl] amk ,Uklw] + gij'UZ

"oxt| T Ozt Ok’

la identitat de l’enunciat de 2) es pot escriure

0 0 0 0 0 0
X(g (amw)) ”([XM W) +g<ax~ [X’aij |

Observem ara que si f és una funcié arbitraria, es t¢ [X, fY] = f[X,Y] +
X(f)Y. Per tant,

g(X,Y,2) =g ([XY;” ,Z> _

W0 il 01 00
9<X(Y>axi” [Xax]zax) =

o o 0 7]
= g Ja. - 173 _ .
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Per tant, utilitzant la identitat de ’enunciat de 2), s’obté

g([X,Y],2) + g (Y,[X, Z]) =
X(Y)Z7gij +Y'X(Z7)gi; + Y'Z7 X (955) = X (9(Y, Z)).
Aixo prova la proposicio. i

Corollari 5.13 Sigui (M, g) una varietat de Riemann. Si en una carta local
(U,z' ... 2™) de M tots els coeficients g;; de la métrica no depenen d’una
determinada coordenada x", llavors 0/0x" és un camp de Killing sobre U.

DEMOSTRACIO. L’equaci6 de apartat 2) de la proposicio anterior es compleix
trivialment quan X = 9/9z", ja que X* = §55. 11

Per exemple, en el semipla de Poincaré M = {(z,y) € R*amb y > 0} dotat
de la métrica g = (dr ® dx + dy ® dy)/y?, el camp vectorial 3/0x és un camp
de Killing.

7 Tensor de curvatura

Definim tensor de curvatura d’una varietat de Riemann (M, g) com 'aplicacio

X(M)x X(M)x X(M) ——  X(M)
(XY, 2) — R(X,Y)Z

on R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vxy]Z, on V & la connexi6 de Rie-
mann.
De la definici6 es desprén que R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z.

Proposicié 5.14 Si f és una funcié, es compleix:
1) R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z.
2) R(X,fY)Z = fR(X,Y)Z.
3) RIX,Y)fZ=fR(X,Y)Z.
DEMOSTRACIO. Provem, per exemple, 1). Es facil comprovar a partir de la
definicio de claudator que [fX,Y] = f[X,Y] — Y (f)X. Tindrem, doncs,
R(fX,Y)Z =VixVyZ—-VyVixZ—~VixyZ =
= fVxVyZ =Y(f)VxZ - [VyVxZ — fVixy)Z+
+Y(f)VxZ = fR(X,Y)Z. 1



86 5. Varietats de Riemann

Sigui (U,x!...2") una carta local. Com que en virtut del teorema 5.4
la connexié V es pot localitzar a U, R(X,Y)Z, que esta definit a través de
derivades covariants, es pot localitzar a U. R(9/0z"%,0/027)0/dx sera un
camp sobre U i, per tant, combinaci6 lineal de 9/0x!...9/0xz™. Posem

(8 8)8 i 9 (5.10)

Ok’ 9xr) Oxi IR o’

on R;kr son els coeficients d’aquesta combinacié lineal. Anomenem compo-
nents del tensor de curvatura en la base 9/9z'...0/0z™ les funcions Ré-kr.
Evidentment, RY, . és antisimetric en els indexs &, 7.
De la identitat
(i,i> 0 v, v, 0
ozk’ Oxr

oz 92k 027 Oxd 7T ek Oxd

s’obté immediatament ’expressio

R;'kr = 8krij - arrf;j + (07, Ts — 2jri‘s) . (5.11)

Si X,Y, Z son camps sobre U, es tindra

R(X,Y)Z = R(X*0,Y"0,)Z70; = (en virtut de la proposici6 5.14) =

= X Y"ZIR(0y,0,)0; = XkYTZjR§kT8i.

Aquesta expressio posa en evidéncia que el valor de R(X,Y)Z en qualsevol
punt p de U només depén dels valors dels camps X,Y,Z en p. Per tant si
u,v,w € Tp,(M), té sentit posar R(u,v)w. Aixd vol dir el segiient. Es prenen
tres camps X,Y,Z que en el punt p valguin respectivament u,v,w i es posa
R(u,v)w = R(X,Y)Z en el punt p. Aixd no dependra de les extensions XY, Z
concretes de u, v, w.

El tensor de curvatura déna doncs una aplicacié multilineal

Tp (M) x Tp(M) x Tp(M) — T, (M)

en cada punt p. Es a dir, un tensor tres vegades covariant i una vegada con-
travariant en cada p.

Aix0 justifica 1'as de la paraula “tensor” en la definici6 de tensor de cur-
vatura. L’as de la paraula “curvatura” es justifica per la seva relaci6 amb la
curvatura de Gauss de les superficies, donada pel resultat segiient.
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Teorema 5.15 Sigui M C R? una superficie de R® de les que consideravem
al capitol 3. La métrica euclidiana usual de R® indueix una métrica g a M
que la converteix en una varietat de Riemann. Sigui R(X,Y)Z el tensor de
curvatura de (M, g). Fixat x € M, sigui {e1, ea} una base ortonormal qualsevol
de T,,(M). Es compleix g (R(e1,e2)ea,e1) = K, on K, designa la curvatura
de Gauss de la superficie M en el punt x.

Observacié. Com que el tensor de curvatura d’una varietat de Riemann s’ha
definit a partir de la derivada covariant, i com que aquesta queda determinada
unifvocament a partir de la métrica g, del teorema que acabem d’enunciar es
desprén que K queda determinada per la métrica g de M. Aixo és justament
el que afirma el Teorema Egregi.

La demostracié que donarem a continuaci6 és, doncs, una altra demostracio
del Teorema Egregi.

DEMOSTRACIO. D’acord amb el teorema 4.1, la connexié V associada a una
métrica de Riemann és un operador que queda univocament determinat per les
propietats a), b), ¢), d) de la definici6 de connexid, per la propietat (5.3) de
ser compatible amb la métrica i per la propietat (5.4). Si a R? designem, com
sempre, per VxY la derivada direccional del camp Y en la direccié de X, com
que la derivada direccional compleix totes les propietats anteriors (segons hem
vist al capitol 2), és la derivada covariant associada a la métrica euclidiana g
de R®. Al capitol 3 consideravem la derivada VxY de la superficie M, on X i
Y eren camps vectorials de M, obtinguda per projecci6é ortogonal sobre ’espai
tangent de la derivada direccional VxY de R®. La derivada V complia, també,
totes les propietats esmentades anteriorment. Per tant, la derivada covariant
associada a la varietat de Riemann (M, g) no és altra cosa que la derivada V x Y’
considerada al capitol 3. Recordem que VxY = VxY + a(X,Y)n, on a és la
segona forma quadratica de M i n és un dels dos camps unitaris, normals a M
(escollit una vegada per totes).

Comencem provant que el tensor de curvatura de R® és nul. Per a aixd
basta recordar que si {e1,es2,e3} és una base fixa de R?isi Y, Z sén camps
vectorials de R?, Pexpressio de la derivada direccional de Z respecte a Y és

YA
VyZ = ZYZ Oz €j ;

(2]

on Y% i Z7 soém les components de Y i Z en la base {e1,e2,e3}. Deixem que
el lector, amb 'expressi6 anterior, calculi les derivades VxVyZ, VyVxZ i
Vix,y)Z 1 vegi que es compleix VxVyZ — VyVxZ — V(xy]Z = 0. Vegem a
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continuacié que si X,Y,Z i W s6n ara camps vectorials de M, es compleix
g(RX,Y)Z,W) =a(X,W)a(Y,Z) — a(Y,W)a(X, Z), (5.12)

on R(X,Y)Z indica el tensor de curvatura de M i a la segona forma quadratica
fonamental de M. De l'expressio VyZ = Vy Z + a(Y, Z)n, deduim

VxVyZ =VxVyZ+a(X,VyZ)n+ X(a(Y,Z))n + (Y, Z)Vxn.
Analogament,
VyV xZ = expressi6 analoga, canviant X per Y .

També tenim

V[X7y]Z = v[xy]z +o([X,Y], Z2)n.
Com que el tensor de curvatura de R? és nul, tindrem

0 = qg (vayZ — Vyvxz — V[X7y]Z, W) =
=g (R(X7 Y)Za W) + CY(Y7 Z)g(vxn, W) - OZ(X, Z)g(vYn7 W) y

que equival a Pexpressio (5.12). Fixat un @ € M, prenguem una base {e1,es}
de T, (M) en la qual e; i eg siguin direccions principals. Tindrem llavors

g(R(e1,e2)ez, e1) = afer, er)a(ez, e2) — ales, er)aler, e2) = pipr = K.
=0
Per concloure el teorema cal provar, encara, que I'expressio g(R(eq, e2)es, e1)

no depén de la base ortonormal {e1,es} de T, (M) utilitzada. Si {e1,e2} és una
altra base ortonormal de T, (M), haurfem de veure que

g (R(el, 62)627 61) =g (3(51762)52,51) .

De la definici6 de tensor de curvatura es dedueix que R(X,Y)Z canvia de signe
quan es permuten X 1 Y. De Pexpressio (5.12) es dedueix que g(R(X,Y)Z, W)
canvia de signe quan es permuten Z i W. Sigui e, = > A%, el canvi de base.
La matriu A sera ortogonal. Sigui € el determinant de A, e = +1. Tindrem

R(@l7 62)Z = EA%A%R(Ea,Eb)Z =
= (A}A2 — A2A))R(e1,62)Z = eR(e1,62)Z .
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També tindrem

g(R(e1,ex)ez,e1) =eg(R(er,e2)ez,e1) =

=>. AgAlffg (R(e1,€2)€a,60) =

(ASA2 — A3AY)eg (R(e1,e2)e1,62) =

—e2g (R(e1,e2)e1,€2) =

g (R(e1,€2)e2,¢€1) .

Queda, doncs, demostrat el teorema. i

8 Curvatures seccionals

El teorema de ’apartat anterior ens suggereix la definici6 segiient en el cas de
varietats de Riemann de dimensié n.

Definicié 5.16 Sigui (M, g) una varietat de Riemann. Sigui © € M i sigui P
un subespai vectorial de dimensi6 2 de T,,(M) (un pla). Anomenarem curvatura
seccional de M en el punt x, corresponent al pla P de T, (M), el nombre

KZ(P) =9 (R(u,v)v,u) ’
on {u,v} és una base ortonormal qualsevol de P.

Perqué la definici6 sigui correcta caldria veure que si {u/,v'} és una altra
base ortonormal de P, es té g(R(u,v)v,u) = g(R(u',v")v’,u’). Ara bé, aquest
calcul és el mateix que hem fet a la demostracié del teorema anterior. Alla
preniem dues bases ortonormals de T, (M) perqué M tenia dimensi6 2. Aqui
haurem de prendre dues bases ortonormals de P, que té dimensio6 2.

Observem que quan M té dimensi6 2, 'anic pla P de T, (M) possible és tot
Vespai T, (M) i, llavors, no cal posar K,(P) sin6 simplement, K,. Quan M
és una superficie de R, la curvatura seccional K, que acabem de definir ara
coincideix amb el producte de curvatures principals (curvatura de Gauss) en
virtut del teorema anterior.

Per demostrar algunes propietats de la curvatura seccional de varietats de
Riemann de dimensié n (quan n > 2), necessitem, abans, algunes propietats del
tensor de curvatura, propietats que enunciem en les dues proposicions segiients.
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Proposicié 5.17 (Primera identitat de Bianchi) Es compleix sempre la iden-
titat R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0, que escriurem abreujadament
GR(X,Y)Z =0, on G significa “fer permutacié ciclica de X,Y, Z i sumar”.

DEMOSTRACIO.

GR(X,Y)Z =GVxVyZ—-GVyVxZ -GV xy)Z=
=G0VxVyZ - G(VyVzX +Vy[X,Z]) - G(Vz[X,Y]+
—I—[[X, Y],Z]) = (QVXVyZ - ngvZX)"‘r
+(GVy|[Z,X] -GV z[X,Y]) +G[[X,Y], Z].

Els termes agrupats en paréntesis s’anullen oObviament, i I'tltim terme
s’anulla per la identitat de Jacobi. I

Proposicié 5.18 EI tensor de curvatura compleix la identitat segiient:
J(R(X, Y)Z, W) =—g(R(X, Y)W, Z).
DemosTRACIO. Tindrem
9g(R(X,Y)Z,W) =g ((VxVy = VyVx = Vixy)Z, W) . (5.13)
Ara bé,

= XYg(2W) - Xg(Z, Ty W)
— Yg(Z, VXW) + g(Z, Vyvxw) .

Fent el mateix amb els altres termes del segon membre de (5.13), tindrem

g(R(X,Y)Z, W) =XYg(Z,W)-YXg(Z,W)— Xg(Z,VyW)+
+Yg(Z,VxW)—=Yg(Z,VxW)+ Xg(Z,Vy W)+
+9(Z,VyVxW) —g(Z,VxVyW) = [X,Y]g(Z, W)+
+g(Zav[X,Y]W) = _g(ZvR(Xa Y)W) -1

Tornem ara a l'estudi de la curvatura seccional. Donem, en primer lloc,
Pexpressio d’aquesta curvatura en funci6é de bases qualssevol de P C T,.(M),
en lloc de les bases ortonormals que hem utilitzat en la seva definici6.

Proposicié 5.19 Sigui x € M i sigui P un pla de T,(M). Sigui {u,v} una
base qualsevol de P, no necessariament ortonormal. Es té

g (R(u,v)v,u)
g(uv u)g(v7 U) - g(ua U)

Ky (P) =

3 -
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DEMOSTRACIO. Ortonormalitzem la base {u, v}, posant

p_u ,_ v—gvu) g(u, u)v — g(u, v)u

Tl T =gl T g w)2g(0, 0) — g(u, wg(u, 02

Un calcul trivial (que utilitza la propietat del tensor de curvatura objecte de
la proposici6 anterior) demostra que

g (R(u, v)v,u)

g (R, 0" )’ ) = g(u,u)g(v,v) — g(u,v)?"

Queda, doncs, provada la proposicié. i

Definicié 5.20 Sigui (M,g) una varietat de Riemann. Sigui k € R. Direm
que M té curvatura seccional constant k si K,(P) =k per a tot x € M i per
a tot subespai de dimensi6 2, P, de T, (M).

De la proposici6 anterior es desprén que si M té curvatura seccional constant
k, es compleix

9 (R(u,v)v,u) =k (g(u, u)g(v,v) — g(u,v)?)

per a qualsevol parell de vectors u, v en qualsevol punt de M.
Donem ara una proposici6 de la qual aquesta identitat és un cas particular.

Proposicié 5.21 Si (M, g) és una varietat de Riemann de curvatura constant
k, es compleix

9 (R(u1, u2)usz, ua) = k (g(ur, ua)g(uz, uz) — g(ur, us)g(uz, ua))
per a qualsevol quaterna de vectors tangents w1y, us, Us, Uy.
Abans de demostrar aquesta proposicié observem que se’n pot obtenir tri-

vialment el corolllari segiient, que ens déna explicitament el tensor de curvatura
de les varietats de Riemann de curvatura constant.

Corollari 5.22 Si (M, g) és una varietat de Riemann de curvatura constant
k, el tensor de curvatura de M és

R(X.Y)Z =k (g(Y,2)X — g(X,Z)Y) .
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DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO.  Anomenem R(uy, us,us, uq) i T (u1, ug, us,
u4) el primer i segon membre, respectivament, de la identitat que volem de-
mostrar. Hem vist anteriorment que R(u,v,u,v) = T(u, v, u,v) per a tot parell
u, v de vectors tangents. La demostracio de la proposicié es redueix, llavors, al
lema segiient, de caracter algebraic. i

Lema 5.23 Sigui F un R-espai vectorial de dimensié n. Sigui R una aplicacié
quatrilineal de E x E x E x E en R amb les propietats segiients:

1) R U1,V2,0V3,V4) = 7R(’U27U1,'03,’U4)-

R(vs,v4,v1,02).

( )
2) R(v1,v2,v3,v4) = —R(v1,v2,04, v3).
3) R(v1,v9,v3,04) =

( )

4) R(vy,v2,v3,v4) + R(va,v3,v1,v4) + R(vs, v1,v2,v4) = 0 (Bianchi).

Sigui T una altra aplicacié quatrilineal de E x E x E X F en R amb les
mateixes propietats. Si R(u,v,u,v) = T(u,v,u,v) per a qualsevol parell u,v
de vectors, llavors R =T

DEMOSTRACIO. Sigui S = R — T. Llavors S té, també, les propietats 1), 2),
3) i4). S compleix que S(u,v,u,v) = 0 per a tot parell u,v. Volem veure,
llavors, que S = 0. Utilitzant totes aquestes propietats, tenim

0=Su+v,w,u+v,w)=Suwv,w)+Svwuw)=2Suwvw).
Utilitzant ara aquest fet, tenim

0 = S(u1,us + uq, us,us + ug) = S(u1, ug, us, uz)
| ———

=0
+S(u17u27u37u4) + S(u17u47u37u2) + S(U17U4,U3,U4) .
—_—

=0
Per tant,
S(Ul,UQ,U3,U4) = —S(Ul,U4,'LL3,’LL2) = S(U17U4,U2,U3) = S(u27u37ulvu4) .

Aquesta igualtat també s’escriu de la manera segiient, canviant els noms dels
vectors:
S('LL3, U1, U2, ’LL4) = S(ulv Uz, U3, 'LL4) .
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Sumem ara tres vegades S(uq, uz,us, ug) 1 apliquem les dues tultimes igualtats
al segon i tercer terme:

35(”17“27“37“4) = S(Ul,UQ,Ug,U4) + S(u27u37u17u4) + S(u37u17u25u4) .

Ara bé, la propietat 4) ens diu que aquesta suma ciclica s’anulla, i, per tant,
s’anulla també S(uq, ug, ug, uq). 1

9 C(Calcul de la derivada covariant 1 del tensor de
curvatura pel métode de la referéncia mobil

Fins ara, per calcular el tensor de curvatura d’una varietat de Riemann, només
coneixem el métode que consisteix a calcular els simbols de Christoffel per
Pexpressio (5.6) i, després, les components del tensor de curvatura per (5.11).
Ara bé, aquest calcul resulta molt laborids, ja que, per exemple, en una varietat
de dimensi6 n hi ha n?(n—1)/2 simbols de Christoffel. Ara donarem el métode
de la referéncia mobil que gairebé sempre resulta molt més comode.

Sigui (M, g) una varietat de Riemann i sigui U un obert de M. Una referén-
cia mobil a U consisteix, per definicid, en n camps vectorials e; ... e, sobre U
amb la propietat de ser una base de T,,(M) per a cada xz € U. Donat un camp
vectorial X sobre U, com que V xe; ha de ser combinaci6 lineal de e; ...e, en
cada z € U, posem

Vxe = ng’ (X)e; . (5.14)

Hem designat per wg (X) els coeficients de la combinaci6 lineal anterior per
indicar que depenen de X. De les propietats de la derivada covariant es desprén
que
W/ (X +Y) =w!(X) +w! (V) (5.15)
wl(fX) = fw!(X) quan f és una funcio. ’

?

En efecte,
Z (wZ(X) +wzj(Y)> €; = Vxe;+Vye; =Vxive = wa(X + Y)Bj
szj(fX)ej =Vixe; = fVxe; = waf(X)ej,

Les identitats (5.15) proven que cada wf doéna en cada punt z € U una aplicacio
lineal de T,,(M) en R, o sigui, un element de T, (M)*. Per tant, cada w; és
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una 1-forma diferencial. La identitat (5.14) és justament la que defineix les
1-formes w!. El coneixement de les 1-formes w! comporta el coneixement de
la derivada covariant VxY a través de (5.14) i de les propietats de la derivada
covariant. Anomenem {#'...0"} la base dual de {e;...e,}. Les 6...0"
també son 1-formes diferencials. Per relacionar les §° amb les w] necessitem,

abans, el resultat segiient.

Lema 5.24 Si« és una 1-forma diferencial sobre una varietat diferenciable M,
la diferencial exterior de «, do, és la 2-forma que sobre cada parell de camps
vectorials (X,Y) actua de la manera segiient:
1
(da)(X,Y) = 5 {X(a(Y)) - Y(a(X)) - a[X, Y])} .

Aclariment. Una 2-forma S consisteix a assignar a cada z € M un (3, €
AT, (M)* C ®*T,(M)*. Per les identificacions algebraiques que hem fet al
capitol 1, @2T,(M)* = L(T,(M), T.(M);R). Per tant, 8, actua sobre els
parells (v,w) d’elements de T, (M). Quan posem (da)(X,Y) en I'enunciat del
lema, ens referim a aquesta actuacié de da sobre el parell X, Y.

DEMOSTRACIO.  Situem-nos en una carta local (U,x!...2") de M. Tindrem
a=> a;dz".

ooy . 1 Ou;
_ L | a—— v
da = Z»Ej &dex ANdz' = 5 ). 97

(da? @ da' — da’ @ da?) .

Si indiquem per 9; I'operador 9/dz¢, tindrem
1 o o
(do)(X,Y) = 5 > (@) (XY= XY
,J
D’altra banda, ometent els sumatoris,
X(a(Y)) = X70;(a;Y") = X7(0j0)Y" + X7 ;0;Y"
Queda clar, doncs, que
X(a(Y)) = Y(a(X)) = o([X,Y]) + 2(da)(X,Y).
Aixo prova el lema. i

Tornem ara a la referéncia mobil eq ...e, en un obert U d’una varietat de

Riemann. La proposicié segiient ens déna la relacié que hi ha entre les 0 i les

J
wy .
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Proposicié 5.25 Es compleix sempre la identitat
A’ =" 0" Awl .
i

DEMOSTRACIO.  Siguin X,Y dos camps vectorials sobre U. Si X* indiquen
les components de X en la base e; ...e,, tenim 0°(X) = X* ja que 0°(X) =
0'(>" Xde;) =Y X9§;; = X'. Tenim

VxY =Vx(EY'e) = S X(Y)ei + Y ' Vxe; = 516
S X0+ 2 v (0} e, (316
D’aqui deduim

0 (VxY) =X (V) + > 0'(YV)w(X).

Aplicant 67 a la identitat VxY — Vy X = [X,Y], tenim

X(07(Y)) =Y (¢’ (X)) + Z(Hi(Y)wf(X) — 01Xl (V) = 67 ([X, Y]).

Utilitzant ara el lema, aix0 s’escriu

2(d67 - 0" Aw!)(X,Y) =0,

que és el que voliem demostrar. i
Proposicié 5.26 Si per g;; designem g(e;, e;), es compleix
dgij = Z(ngkj + girw}) .
k

Com a conseqiiéncia, si la referéncia mobil {e; ...e,} és ortonormal, la matriu

(w]) és antisimétrica.

DEMOSTRACIO. Utilitzant la compatibilitat de la derivada covariant amb la
métrica, tenim, per a qualsevol camp vectorial X,

X (g(eirej)) = 9(Vxei,e;) + glei, Vxej).
Aquesta igualtat es pot escriure

X(gij) = > (@F(X)grs + ginw (X)) -
I
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Com que (dg;;)(X) = X(gij), la proposicié queda demostrada. I

Les dues dltimes proposicions ens permeten calcular la derivada covariant
VxY a partir de la métrica. Vegem-ho en un exemple. Considerem el semipla
de Poincaré M = {(z,y) € R* amb y > 0} dotat de la métrica g = (dz ® dx +
dy @ dy)/y?. Els camps {0/0x,0/dy} son perpendiculars, perd no unitaris, ja
que g(0/0x,0/0z) = g(8/0y,0/dy) = 1/y?. Posem e; = yd/dz, es = yd/dy.
Llavors {e1,e2} és una base ortonormal. La matriu (w]) sera antisimétrica i,
com que estem en dimensi6 2, bastara calcular w?. Sigui {0',0%} la base de
{e1,e2}. Tindrem ' = (1/y)dz, 6% = (1/y)dy. La identitat d67 = > 6% A w?
s’escriura

dot = 0% Nwi = 0% NW?
{ do? = 0* ANw? .

La w? que busquem sera combinacié lineal de 6' i 62, w? = M + pb?. Les
identitats anteriors ens diuen que df' = —X\0? A 01 = X0 A 62 i que dF? =
ub! A 62, Com que df* = —(1/y?)dy A dx = —6% A 01, resulta A = 1. Com que
df9? = 0, resulta u = 0. Per tant, w? = 6! = (1/y)dz. El coneixement de w?
determina el coneixement de la derivada covariant VxY per la formula (5.16).

Definim ara les formes de curvatura. Fixats dos camps vectorials X,Y
sobre Pobert U en qué tenim la referéncia mobil {e;...e,}, R(X,Y)e; sera
combinaci6 lineal dels elements de la base,

R(X,Y)e; =2 QJ(X,Y)e;. (5.17)

Designem els coeficients d’aquesta combinacié lineal per 2Qg(X ,Y), per in-
dicar que depenen de X,Y. El factor 2 el posem per comoditat en 1'is de
formules posteriors. Com que R(X,Y)Z en cada punt x € M és un ten-
sor, els coeficients 7 (X,Y’) de (5.17) dependran bilinealment de X i1 Y. A
més, la propietat R(X,Y)e; = —R(Y, X)e; del tensor de curvatura implica que
QNX,Y) = —Q(Y, X). Aixo fa que puguem interpretar cada 2} com una
2-forma diferencial. La identitat (5.17) defineix la matriu () de 2-formes di-
ferencials. Aquestes 2-formes diferencials s’anomenen formes de curvatura. El
coneixement de la matriu (©7) comporta, per (5.17), el coneixement del tensor
de curvatura.

Proposicié 5.27 Es compleix la identitat

J— .7 k J
Qi—dwi—g wi Awy,
k

que permet calcular la matriu () en funcié de (w?).
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DEMOSTRACIO. Tenim

R(X, Y)eZ =VxVye;, —VyVxe; — V[X7y]€7; =

= Vx (W] (Y)ej) = Vy (W] (X)e;) —w] ([X, Y])e; =

Utilitzant el lema 5.24, tenim
R(X,Y)e; = (Q(dwg)(x, Y) - 2(wh Awl)(X, Y))ej .

D’aquesta igualtat i de (5.17) s’obté la proposicio. I

Calculem, per exemple, la curvatura seccional (curvatura de Gauss) del
semipla de Poincaré utilitzant aquesta proposicié. D’aquesta proposici6 es
dedueix que si la (w!) és antisimétrica la matriu (2]) també ho sera. En el
nostre cas, doncs, com que utilitzem una referéncia mobil ortonormal, bastara
calcular Q2. La proposici6 ens diu que

Q2 = dw? — Zw’f Awi=do* = (1/y*)dx Ady = 0" N 62,
k =0

Per tant,

K =g(R(e1,e2)ea,e1) =20%(eq,e0) = —2(0* A 6?) (e, e2) =

= =25 (0 (e1)02(e2) — 01 (€2)0%(e1)) = —1.

10 Extensié d’una derivacid a totes les capes ten-
sorials

En una varietat de Riemann (M, g), sigui X un camp vectorial. Si Y és un
altre camp vectorial, sabem qué vol dir VY. Pero si T és un camp tensorial
r vegades contravariant i s vegades covariant, no sabem queé significa VxT.
Volem donar un sentit a aixo.
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Sigui Z% (M) l'espai de camps tensorials diferenciables sobre M, r vegades
contravariants i s vegades covariants. Sigui Z(M) la suma directa de tots els
Ir per ar,s = 0,1,2... (convencié: Z§(M) = F(M)). Una derivaci6 D de
Z(M) sera, per definicio, una aplicacio

D:T(M) — T(M)
que és R-lineal i compleix les propietats segiients:
1) D aplica Z7 (M) en Z7 (M) (direm que conserva el tipus dels tensors).
2) DA B)y=DA® B+ A® DB.

3) D commuta amb qualsevol contracci6 tensorial. Es a dir, si C' és una
contracci6 i K un camp tensorial, D(CK) = C(DK).

Un raonament analeg al de la proposicié 5.3 prova que si D és una derivacio
i KiK'’ son elements de Z% (M) que coincideixen en un obert U, llavors DK
i DK’ coincideixen sobre U. Aix0 implica que qualsevol derivacié D de Z(M)
indueix de manera canonica una derivacié Dy de Z(U) (es pot localitzar).

Proposicié 5.28 Sigui D una aplicacié F(M)-lineal,
F(M) & X(M)—22— F(M) & X (M),
que compleix:
a) D(F(M)) C F(M), D(X(M))C X(M).
b) D(fg) = D(f)g+ fD(g) si f,g € F(M).
¢) D(fX)=D(f)X + fD(X) si f € F(M),X € X(M).

Llavors existeix una tnica derivacié de Z(M), que continuarem designant per
D, que restringida a F(M) & X (M) coincideix amb D.

DEMOSTRACIO. Provem en primer lloc la unicitat. Suposem que existeix D
i provem que és tnica. Si w € Z(M), és a dir, una 1-forma, per a tot camp
vectorial X tindrem

(Dw)(X) = C(Dw® X) = C(D(w® X) —w® DX) = D(w(X)) — w(DX).

Com que D ja estava definida sobre les funcions i els camps vectorials,
I'expressi6 anterior ens diu que hi ha una tinica manera d’estendre D a Z9(M).
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Sigui K un element de Z7(M) i (U,z*...2") una carta local. Tindrem

9
_ 11eeulp
K= Khmjs Ori Hxir

Com que D es pot localitzar a U, tindrem

Rdr’' @ ... dxls.

®...0

0
Oz

i oir (0 9
+K;1;SD(8$Z1 ) ® axiz Q... ® 8%‘“

DK =D(K"r) ®da’ ® ... @ dal +

J1---Js

®R...0

axi,.

®dih ® ... @di+ (5-18)

+...... —|—Kl:1“'“ R...® ®dmj1 ®...®D(dmjs).

J1---Js Hrit Oxir

Com que D esta univocament determinat sobre les funcions, sobre X (M) i
sobre Z?(M), DK queda determinat de manera tnica per (5.18) sobre cada
carta local. Aix0 prova la unicitat de D.

Per provar lexisténcia de D, si (U,z!...2") és una carta local, anomenem
Dy loperador sobre U donat per la formula (5.18). Ens cal veure que tots
aquests Dy sobre cada U defineixen un D sobre tota la varietat. Si (V,y!...y")
és una altra carta local, haurem de veure que Dy i Dy coincideixen sobre UNV.
Arabé, tant Dy com Dy localitzats a UNV donen lloc a derivacions de Z(UNV)
que sobre els camps vectorials i sobre les funcions coincideixen amb el D que
ja tenfem. Per la unicitat, Dy i Dy hauran de coincidira U NV. 1

Donat un camp vectorial X, definim un D sobre les funcions per D(f) =
X (f) i un D sobre els camps vectorials per D(Y) = VxY. Si K és ara un
element de Z7 (M), en virtut de la proposici6 5.28, sabem qué vol dir DK.
Anomenem VyK lelement DK. D’aquesta manera, sabem qué vol dir la
derivada covariant de qualsevol tensor.

Vegem ara com s’expressen les derivades covariants V x (dz?) quan estem en
una carta local (U,z'...2"). Vx(dz') sera combinaci6 lineal de da'...dz",
és a dir,

Vxda' = \;dz? .
Pero

= On) (5) = X 0)) () -
N————

=0

) 0 )
= —da' (X'} ) = — X"y,
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Per tant,
Vxda' = —X I da? . (5.19)

Aquesta férmula posa en evidéncia que el valor de Vxdz! en un punt p de
U només depén del valor de X en p. Es a dir, si X i X’ coincideixen en p,
Vxdx' i Vx:dx' coincideixen en p. D’aqui es dedueix la proposicié segiient:

Proposicio 5.29 Si K és un camp tensorial i X un camp vectorial, per conéi-
xer Vx K en un punt p basta conéixer X en p i conéixer K sobre una petita
corba x(t) tal que z(0) = p 1 ©(0) = X,.

DEMOSTRACIO. Per calcular Vx K s’ha d’aplicar la formula (5.19) amb
D = Vx i amb la convencié que D(Kﬁ j’”) vol dir X(Kﬁ J ™). Llavors, per

calcular V x K, basta conéixer X(KZ1 Z’“) en el punt p, Vx =2 a7 enpi V xdz!
en p. Tot aixd ho coneixem quan coneixem X, i K sobre una petita corba z(t)
que compleixi les hipotesis de la proposici6. |

11 Diferencial covariant d’un camp tensorial. Ex-
pressio en coordenades

Sigui K € ' (M). Siv € T,(M), V, K té sentit en virtut de la proposicié 5.29.
Posarem, per abreujar, E, = @ T,(M) ® (°T,(M)*). L’aplicacio

T.(M) — E,
v — V. K

és lineal. Amb la identificacio de L(T,(M),E,) i E, ® T,(M)*, laplicacio
lineal anterior sera un element de ®" 7T, (M) ® (21T, (M)*), que anomenarem
(VK)(x). El camp tensorial que associa (VK)(z) a cada x € M sera designat
per VK, diferencial covariant de K. Per definici6, VK sera de Z], ,(M).

L’expressi6 de VK en una carta local (U,x!...2") se sol escriure amb
aquesta notacio:

VK = VK 4 ® ®...Q0dr @dx’ .

Ji-- ]s 8 i1 e 8xir

Aixi doncs, V; K; “ ;T no sétn altra cosa que les components de VK. A la

literatura és corrent designar també per K Zi ; les components V; Kj“l Tal
com es fa la identificacio de E, @ T, (M)* atab. L(Ty(M), Ey), les components
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VZKE;T de VK seran la matriu de l'aplicacié v— V,K de T,(M) a E, en
les bases {9/0z'} de T,(M) i {0/02" ® ... ® d/0z" @ dz!' @ ... ® drI*} de
E,.

Per tal de calcular aquesta matriu, suposem, per simplificar, que K €
I5(M). Designem per 9; la derivacié 9/9z. Tindrem

K = K“"'“@il X ... ®8Z7 .

VoK = O K", ®...Q00;, + K""Vg0i, @...00, +...... +
+ K8, ©...0 Va0, =
(O Kn-ir  TRKT2r 4 4 T K1), @ ... ®0;, .
Aixo dona:

12 Divergéncia d’'un camp tensorial

Sigui K € Z7(M) i suposem 7 > 0. Es defineix la divergéncia de K per
divK = C!,,(VK),

on Cl,, indica la contraccié tensorial definida al capitol 1. Observeu que
(VK), és un element de

Cl,, indica que el primer T, (M) es contreu amb 1"altim T}, (M)*. Tindrem,
doncs, div K € ZI~1(M).
Les components de div K en una carta local seran

J1---Js J1---0s
Observeu que, com a cas particular, la divergéncia d’'un camp vectorial X
és la funci6 donada per V;X*. A R" amb la métrica euclidiana és >, X*/9z"
ja que VZ = 81' .
Definim ara la divergéncia d'un K € Z2(M) en el cas s # 0. En cada punt
x, la meétrica de Riemann doéna un isomorfisme canonic b: T(M) — T, (M)*
definit per b(X)(Y) = ¢g(X,Y). Es tindra

0 0
Oxt’ Oz’

b(@ii) = gijdxj, on g;; = g(
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L’isomorfisme invers, que anomenem f, funciona aixi:
; )
dz*) = g¥ —
tda’) = g% 55

on (¢%) és la matriu inversa de (g;;). L’isomorfisme # déna lloc al segiient
isomorfisme, que continuarem designant per f:

T,(M)*®..0). . @T(M)* ———— To(M

)@ T, (M) @ T (M)*
wle.. . ®w — fwh)

RWE... Qws

Aquest isomorfisme algebraic, en cada punt, déna lloc a un isomorfisme de
camps

(M) —E—— 1! (M),

Si K € Z9(M) amb s # 0, definim
div K = div({K) .

Com que K € I (M), div(4K) ja esta definit.

13 Segona identitat de Bianchi i teorema de
Schur

El tensor de curvatura R és una vegada contravariant i tres vegades covariant,
és a dir, R € Z}(M). Donat un camp vectorial X, VxR sera de Z3(M) i en
cada punt x donara una aplicaci

Ty (M) x Ty(M) x Ty(M) — Ty (M).

Proposicié 5.30 Es compleix

(VxR)(Y,Z, V) =Vx(R(Y,Z)V)—R(VxY,Z)V — R(Y,VxZ)V—
—R(Y,Z)VxV.

DEMOSTRACIO.  Remuntant-nos a la identificacio de T,(M) @ T,(M)* ®
T.(M)*@T,(M)* amb L(T,(M),T,(M),T,(M); T,(M)), tenim que R(Y, Z)V
= ClC3C3(Y ® Z®V @ R). Per tant, Vx(R(Y,2Z)V) = CtC3C3(VxY ®
Z@V@R)+CiC3C3(Y ®VxZQV @R)+CIC3C5(Y @ Z@VxV @ R) +
CiC3C3(Y ® Z®V @ VxR), d’on surt la formula que volem demostrar. i
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Proposicié 5.31 (Segona identitat de Bianchi) El tensor de curvatura com-
pleix les identitats segiients:

(VxR)(Y,Z, V) + (VyR)(Z, X, V) + (VzR)(X,Y,V) =0.
Aquesta identitat l’escriurem abreujadament Gx vy z(VxR)(Y,Z,V) = 0.

DEMOSTRACIO.

Gxyz{(VxR)(Y,Z,V)} = Gx v, z{Vx(R(Y,Z)V) = R(VxY, Z)V -
—R(Y,VxZ)V —R(Y,Z)VxV}=Gxyz{Vx(R(Y,Z)V)-
~R(VxY,Z) - R(Y,VzX)V — R(Y,[X, Z])V~

—R(Y, Z)VxV}=GVx(R(Y,Z)V) - GR(VxY Z)V +
+GR(VX,Y)V — GR(Y,[X, Z])V — GR(Y, Z)V xV.

Ara bé, com que R(Y, Z)V = VyVzV - VzVyV — Vy 71V, podem con-
siderar R(Y, Z) com l'operador [Vy, V7] — V|y z. Llavors

Vx(R(Y,Z)V)-R(Y,2)VxV =[Vx,R(Y,2)|V =
= [VX, [VY7VZHV - [Vx,V[yz]]V .

D’altra banda
R(Y,[X,Z]) = [Vy,Vix,z1] = Viv,x,7)] -

Substituint a dalt i tenint present Jacobi, veiem que s’anulla tot. |

Utilitzant la segona identitat de Bianchi, demostrarem a continuacié un
resultat degut a F. Schur (1886).

Teorema 5.32 (Teorema de Schur) Sigui (M, g) una varietat de Riemann con-
nexa, de dimensié n > 3. Si en cada punt x € M la curvatura seccional K, (P)
no depén del particular pla P C T,,(M), llavors K,(P) tampoc no depén de x
i és una constant k = K, (P) per a tot x € M i tot P C T,(M).

Observacio. La hipotesi n > 3 és necessaria ja que quan n = 2 el resultat és
obviament fals. (Per a n = 2 el teorema diria que tota varietat de Riemann de
dimensi6 2 té curvatura constant.)
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DEMOSTRACIO. Hem vist al corollari 5.22 que si M té curvatura constant k,
llavors es compleix

R(X.Y)Z =k (g(Y,2)X — g(X,Z)Y) .

La demostracié que hem fet alld es basava en un lema de caracter algebraic.
Aqui M no té curvatura constant, pero si en cada x € M designem per k(z) el
valor comu de tots els K, (P) per a tots els plans P de T,,(M), la demostracio
de la proposicio 5.21 (de caracter algebraic) es pot aplicar a cada punt x, i ens
doéna

Demostrar el teorema de Schur equival a provar que la funci6 k(z) és constant.
Per tal d’aplicar la segona identitat de Bianchi, escriurem (tal com hem fet al
principi d’aquest apartat) R(X,Y, Z) en lloc de R(X,Y)Z. La segona identitat
de Bianchi diu Gy xy(VuR)(X,Y,Z) = 0. Escrivim S(X,Y,Z) en lloc de
g9(X,Y)Z. Amb aquesta notacio, tindrem

R(X,Y, Z) = k(z) (S(Y, Z,X) — S(X,Z,Y)) .
Per tant,
(VuR) (X.Y, 2) = U(k) (S(Y. 2. X) — S(X, Z,Y)) +
+k(z2)(VuS)(Y, 2, X) — (VuS)(X,Z,Y)).
Ara bé, VS = 0. En efecte,
(VuS)(Y, 2, X) = Vi (S(Y, Z, X)) - S(VuY, Z,X) — S(Y, Vi Z, X)—

=S, 2, VuX)=U(9(Y,2)) X +g(Y,Z)Vu X — g(VuY, Z)X -
—g(YV,Vy2)X —g(Y,Z)VyX =0.

Per tant,
(VuR)(X,Y,Z) =U(k) (9(Y,2)X — g(X,2)Y) .

Aplicant la segona identitat de Bianchi, tindrem

Uk) (9(Y,2)X — g(X, 2)Y) + X (k) (9(U, 2)Y — g(Y, Z2)U) +
+Y (k) (9(X, 2)U — g(U, 2)X) =0.
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En cada x € M prenguem X, de manera arbitraria i, Y., Z, de manera que
{X4,Ys, Z,} siguin perpendiculars entre ells i que ¢,(Z,, Z,) = 1 (aqui estem
utilitzant la hipotesi dim T, (M) > 3). Prenguem llavors U, = Z,. La identitat
anterior ens déna
X (k)Y, - Y, (k) X, =0.

Com que Y, i X, son linealment independents, X, (k) = Y, (k) = 0. Com que
X, és arbitrari, X, (k) = 0 per a tot x € M implica que k és constant, ja que
M és connexa. |

14 Tensor de Ricci i curvatura escalar

Sigui R el tensor de curvatura. R € Zi(M). Definim el tensor de Ricci, que
designarem per Ric, per la férmula Ric = C}(R) € Z9(M). Designarem per
R;j les components del tensor de Ricci en una carta local:

Ric = R;;dz’ ® da’. (5.21)

L’expressio del tensor de curvatura en una carta local tindra la forma segiient:

R:aj-kh ® dr! @ da* ® da".

dxt
Volem relacionar els az-kh amb els Ré-kh definits a ’apartat 7. Per la identi-
ficacio de T,(M) ® (3T, (M)*) amb L(T,(M), Tu(M),Tp(M); T,(M)) tenim
que
(i i) O 0
Ox’ Ok ) Gk~ “ikh g
Pero, a 'apartat 7, haviem posat
(i i) O g 0
Oxi’ dxk ) dxh — Tk gy
Per tant, a};, = Rj,;,. Resumint, tindrem D'expressio segiient:
I
R=Rjjigs@de’@ dz* @ da™. (5.22)
Tindrem _
Ric = C{(R) = R}, dz" @ da".
Comparant amb (5.21) tindrem
Ry = Rl (5.23)

Ara volem veure que el tensor de Ricci és simétric.
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Proposicié 5.33 EI tensor de Ricci és simétric.

DEMOSTRACIO. Situem-nos en una carta local. Hem de provar que R;; = R;;.
La primera identitat de Bianchi ens diu

R} ix + Rip + Ripy = 0.
Fent ¢ = 5 i sumant respecte a ¢ tindrem
Riix + R, + Ri = 0.
Com que R},. = —R:,, = — Ry, la identitat anterior s’escriu
Rug + Ry — R = 0.
Si demostrem que R, = 0, la proposici6 quedara demostrada. Posem

_ ‘ B I I B
Rl = (jaque gYg;r =6;) =gg;r Rl =9 Jg(@,R(w, @) o
0 0 0 0

o Elagr 507) o)

~—

= (en virtut de la proposicié 5.18) = —g“g(

i pr P
=-9 g"Rjkh_ Rjkh' |

15 Curvatura escalar i divergéncia del tensor de
Ricci
Es defineix la curvatura escalar com la funci6 R donada per R = C(fRic), on
C és la contracci6. Recordem que a I'apartat 12 haviem definit
¢ I3 (M) — Iy (M).

Per tant, ff Ric € Z}(M). La contraccié C, I'inica possible, aplicada a f Ric,
donara un escalar. En una carta local tindrem

Ric = Rijdaci ® da?
ﬁ Ric = gikRij @ 02y d:Cj
R = C(ﬁ RIC) = gihRZ‘h .

Proposicié 5.34 Es compleix div(Ric) = %dR, on dR vol dir la diferencial
exterior de la curvatura escalar.
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DEMOSTRACIO. Fem els calculs en una carta local. En virtut de la segona
identitat de Bianchi tindrem

VRl + VRS, + ViR, = 0.

L’altim terme sera igual a kaRjTh. Fent ¢ = r a la identitat anterior i sumant
respecte a ¢ tindrem

ViR;kh + vhR;zk - ka;zh == U.
D’aqui deduim
G*ViR ., + ¢V LR — ¢F VR, = 0. (5.24)

Per continuar la demostracio, cal transformar el primer membre de (5.24) d’a-
cord amb el lema segiient:

Lema 5.35 Es compleix
g itlipp = =9 Vidtpgp-

DEMOSTRACIO. Tenim

% ir m ir 9 0 0 0 .
lech = (g grm) Rjkh =g g(%,R <8$k’ amh) %) = (en virtut

=Gim
. i 0 0 0 0
de la proposici6 5.18) = —g 7"g(@, R <8:ck’ 893") @)
= =9 gim R}, -
Llegint la igualtat anterior des del principi fins al final, tenim
R;’kh = —girgij:}cm
D’aqui s’obté
JER . = —g""RF (5.25)
g Lgpp 9 Lipgp- .

Apliquem V _o_ al tensor C' de components C) = gijékh (primer membre de

(5.25)) i sumem respecte a i; obtindrem

(Vg ) Rip, + ¢ ViRl .
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Ara bé, V;¢’% = 0. En efecte, de la identitat
(Vxg)(Y,2) = Xg(Y,2) — g(VxY,Z) —g(Y,VxZ) =0,

s'obté Vxg = 0. Per tant, V;g;r = 0. Ara bé, (¢°%) és la matriu inversa de
(g;r)- En llenguatge matricial, volem veure que V;(g~!) = 0 on g = (g;;). De
g9~ ! = I es dedueix
(Viglg™ ' +9Vig™' =0,
=0
d’on V;g~! = 0.
Com que V;¢’% = 0, aplicant V; als dos membres de (5.25) s’obté el lema. I

Continuacié de la demostracio de la proposicié. Aplicant el lema a la
identitat (5.24) tindrem

—g" VRN + 7" VLR — ¢ VR RY, = 0.
O sigui , ' 4
—9""ViRoh + ¢* Vi Rk — ¢* ViR, = 0.

El primer i I'altim terme soén iguals. Tenint en compte que V;g"" = 0, aixo es
pot escriure:

—Q(diV RiC)h +VyR=0.
Ara bé, com que R és una funcié, V, R = OR/dz". La igualtat anterior impli-

cara, doncs, 2divRic = dR. I

Corollari 5.36 div(Ric) = 1div(Rg), on R és la curvatura escalar i g la
metrica.

DEMOSTRACIO. Basta provar que div(Rg) = dR. En una carta local tindrem

| | | OR
(div(Rg)), = Vi (Rg™gi1) = (ViR) g™ gin, = VLR = b



Capitol 6

Integraci6 i formula de Stokes

1 Varietats amb vora

Definici6é 6.1 Designarem per H,, el semiespai de R" format pels punts x amb
I'iltima coordenada z™ > 0. Considerarem sempre a H,, la topologia induida
per R"™, o sigui, els oberts de H,, seran sempre interseccions d’oberts de R™ amb
H,,. Designarem per OH,, el subconjunt de H,, format per ’hiperpla z" = 0.

Sigui U un obert de H,, i V un obert de H,,. Direm que una aplicacié
f:U —V és diferenciable, de classe C*, si existeixen oberts U’ i V' de R"™ i
R™ respectivament, amb U C U’, V. C V', i una aplicacié f de classe C* de
U’ en V' tal que f|U = f.

Si U iV sén dos oberts de H,,, direm que una aplicacié f:U —V és un
difeomorfisme de classe C* si existeixen oberts U' , V! de R™, amb U C U’,
V C V', i un difeomorfisme f de U’ en V' de classe C* tal que f|U =fi
fu)y=v.

Proposicio 6.2 Sigui f: U — V un difeomorfisme entre dos oberts de H,,. Si
UNoH, =0, llavors V NOH, = 0.

DEMOSTRACIO.  Siguin U’, V' oberts de R™ amb U C U’ , V C V' i sigui f
un difeomorfisme U’ — V/ amb flU = fi f(U)=V. SiUNJH, =0, U és
obert de R™. Llavors V = f(U) ha de ser obert de R™ perqueé és imatge d’un
obert per un difeomorfisme. Llavors V no podra tallar la vora. I

Corollari 6.3 Sigui f:U — V un difeomorfisme entre dos oberts de H,,. Si
UNOH, #0ixeUnOdH,, llavors f(x) € OH,,.

DEMOSTRACIO. Si f(x) ¢ OH,, podriem trobar un entorn obert A de f(z),
A CV,tal que ANOH, = ). Per la proposicié anterior aplicada al difeomor-
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fisme f~1, es tindria f~1(A) N dH, = 0. Com que x € f~1(A), z no podria
ser de 0H,, , en contra de la hipotesi. I

Definicié 6.4 Un atlas de classe C* modelat a H,,, sobre un espai topologic
M, Hausdorff, consisteix en una col'lecci6 de parells {(U;, ;) }icr, on els U; sén
oberts de M i els v; sén homeomorfismes de U; sobre un obert 1;(U;) de H,,
de tal manera que:

1) UUi = M.
2) SiU; NU; # 0, Iaplicacio
P; 0 (U; NU;) — 1 (U; N U;)

és un difeomorfisme de classe C* de I'obert 1;(U; NU;) de H,, en l'obert
¢](Ul N U]) de Hn.

Tal com haviem fet en les varietats diferenciables ordinaries, aqui podem
definir el concepte d’equivaléncia entre dos atlas de classe C* modelats a H,,.

Una wvarietat diferenciable amb vora, de classe C* i dimensié n, consisteix,
per definici6, en un espai topologic M, Hausdorff i paracompacte, dotat d’una
classe d’equivaléncia d’atlas de classe C*, modelats a H,,. Es diu que un punt
x € M és de la vora si per a cada carta local (U;,;), amb z € U;, es compleix
;(x) € OH,,. El corollari anterior assegura que si per a una carta local (U, v;),
amb = € U;, es compleix ¢;(z) € 0H,, per a qualsevol altra carta local (U;,;),
amb z € U;, també es compleix ¢;(x) € 0H, .

El conjunt de punts de M que s6n de la vora sera designat per OM . Sigui M
una varietat amb vora. Sigui {(U;, ;) }icr un atlas de M. Sigui I’ el subconjunt
de I format pels i € I tals que U; NOM # (). Es pot veure immediatament que
{(Ui N OM,¢;|U; N OM)}ier constitueix un atlas ordinari de OM de dimensio
n—1. D’aquesta manera M és una varietat diferenciable ordinaria de dimensio
n— 1.

Tal com hem fet en les varietats ordinaries, en les varietats amb vora es
defineixen els conceptes d’aplicaci6 diferenciable, funcié diferenciable, espai
tangent, etc.

Observacié. Si M és una varietat diferenciable ordinaria, de les que hem
considerat fins ara (o sigui, sense vora) és facil trobar un atlas {(U;,v;)} de
M tal que cada v;(U;) estigui contingut a Hn D’aquesta manera M pot ser
considerada una varietat amb vora, amb OM = ().

Exemple. La bola unitat de R?, By = {(x,y) € R? amb 2® + y*> < 1} pot
dotar-se de manera natural d’una estructura de varietat amb vora de dimensio
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/AK—;\ 77777777777777 \ rrrrrrrrrrrrrr \

Figura 6.1

2 i classe C'*°, de la manera segiient. Considerem els segiients oberts de Bs:

A ={(z,y) tals que 3 < /22 +y2 <1,y >0}
A" ={(z,y) tals que 1 < /22 +y2 <1,y <0}
C = {(z,y) tals que § < /22 +y> <1,z >0}

C' = {(z,y) tals que § < /a2 +y? < 1,2 <0}

D = {(=,y) tals que /22 +y2 < 2} .

Sigui 14 laplicacié (z,y) — (z*,y*) de A en Hy donada per

==z
v =1—22—192.
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Analogament, definim 14/ de A’ en Hs, ¥c de C en Hs, ¥ i p per

==z =y
pYa Yo
y*zl—J)Q—yQ y*:1—$2—y2
¥ = ¥ ==z
Y
¢C’ k __ 1 2,2 q/}D *
yr=1—2°—y yr=y+1.

{(Aa q/}A)? (A/a /17[}14')’ (Ov 1/)0)7 (C/a 71’0')’ (Da ¢D)} formen un atlas sobre 327 mo-
delat a Hs, que dota By d’una estructura de varietat diferenciable amb vora.

Definicié 6.5 (Vectors exteriors i interiors) Sigui M una varietat amb vora, i
p € M. Diem que un vector X € T,,(M) és interior si

1) Per a tota funcié f > 0, diferenciable, definida en un entorn de p i tal
que f(p) =0, es té X(f) > 0.

2) Existeix una f que compleix les propietats d’1) per a la qual X (f) > 0.

Un vector X € T,(M) es diu exterior si:

1) Per a tota funcié f > 0, diferenciable, definida en un entorn de p i tal
que f(p) =0, es té X(f) <0.

11) Existeix una f que compleix les propietats d'1) per a la qual X (f) < 0.

Proposicié 6.6 Els vectors interiors i exteriors existeixen solament en els
punts p € OM.

DEMOSTRACIO. Sigui p un punt que no sigui de 9M. Sigui (U, ) una carta
local, amb p € U. Sigui f una funcié diferenciable, amb f > 01 f(p) = 0.
Sobre qualsevol recta de p(U) que passi per ¢(p), la funcié f o ¢p~! tindra un
minim local a ¢(p) o bé serd constant en un petit entorn de ¢(p) sobre aquesta
recta. En qualsevol cas, la derivada direccional de f o ¢! en ¢(p) en aquella
direccié s’anullara. Aixi doncs, si #'...z™ designen les funcions coordenades
corresponents a la carta local, identificant (com hem fet sempre) U i ¢(U),
tindrem (9f/0z%), = 0. D’aqui deduim que si X € T,(M)

X(fH)=) x' (gé)p:o.
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Per tant, 2) no es pot complir mai en el punt p. I

Sigui arap € OM i X € T,(M). Sigui (U,z'...2™) una carta local valorada
a H,, que contingui p i tal que, en aquestes coordenades, p = (0...0). Si f
és una funci6 que compleix 1), un argument similar a 'anterior prova que
(0f/0x%), =0perai=1...n—1,ique (0f/dz™), > 0. De tot aixd deduim
que un X € T,,(M) és interior si i només si

X =Xx! 9 4.+ X" 9 ,
Ozl » dzm ),

amb X™ > 0, i és exterior si X" < 0.

2 Orientacioé en varietats

Comencem definint el que entenem per orientacié en un espai vectorial £ de
dimensi6é n. El producte exterior A" E* tindra dimensié 1. Direm que dos ele-
ments v i w de A"E* — {0} son equivalents si v = Aw, amb A > 0. Aquesta
relaci6 d’equivaléncia divideix A" E* — {0} en dues classes. Orientar E consis-
teix a elegir una d’aquestes classes i anomenar-la positiva. Tots els elements
d’aquesta classe els anomenarem positius. Recordem que, tal com sabem del
capitol 1, A"E* C ®"E* = L(E,.(", E;R). Per tant, tot w € A"E* es pot
pensar com una aplicacio de F x ... x F en R. Sie;...e, és base de FE, di-
rem que e ...e, és base positiva si per a un w positiu de A" E* es compleix
w(er...epy) > 0. Observem que si w’ és un altre element positiu de A" E*, com
que w’ = Adw amb A > 0, també w'(e1...e,) > 0.

Si E'i F son dos espais vectorials orientats i f: £ — F' és un isomorfisme,
es diu que f conserva l'orientacio si aplica bases positives en bases positives.

Sigui M una varietat diferenciable (amb o sense vora). Es diu que M esta
orientada, o bé que M esta dotada d’una orientacié, si per a cada x € M hem
elegit una orientacio en cada espai tangent T, (M) de manera que es compleixi
la seglient condicié de coheréncia: per a cada carta local (U, ¢) de M, amb U
connex, podem elegir una orientacié de R" tal que totes les aplicacions lineals
tangents ,: T, (M) — R"™ en tots els x € U conservin l'orientacio.

Una varietat diferenciable M es diu orientable si es pot dotar d’una orien-
tacio.

Proposicié 6.7 Sigui M una varietat diferenciable (amb o sense vora). Les
tres afirmacions segiients soén equivalents:

1) M és orientable.
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2) Existeix un atlas de M amb tots els jacobians dels canvis de coordenades
positius.

3) Existeix sobre M una n-forma diferencial que no s’anulla en cap punt.

DEMOSTRACIO. 1) = 2). Sigui {(U;, i) }ier un atlas de M, amb els U;
connexos. Elegim a R™ l'orientacié canonica que consisteix a dir que la base
canonica és positiva. Sigui f I’aplicacid

R" ey R"
(xt,... ") — (22,2t 2% ... an) .

Situem-nos en una carta local (U;, ;). Com que es compleix 1), podem elegir
una orientacio de R"™ tal que per a cada x € Uy, (p;).: Tp(M) — R™ conservi
les orientacions. Si lorientacié que hem hagut d’escollir a R™ perqué aixo es
compleixi no és la canonica, definim v¢; = f o ¢;. En cas contrari posem v; =
wi. Latlas {(U;,¢;)} complira la propietat segiient: elegida a R™ lorientacio
candnica, les (1;). conserven les orientacions. Per tant, si x € U;NU;, laplicaci6
(¥j)x0 ()7 1 R" — R" conservara lorientacié canonica de R". Aixo implica
2).

2) = 3). Sigui {(Ui, %)} un atlas que compleixi 2). Per tal com hem supo-
sat la varietat paracompacta (ho hem exigit a la definicié de varietat), existira
un refinament {V;};c; de {U;}icr, localment finit. Elegim per a cada j un
i = 7(j) tal que V; C U,(jy. Posem @; = 9,(;|V;. Llavors {(V},¢;)} sera un
atlas localment finit que complira 2). Sigui {v;} una particié de la unitat sub-
ordinada a aquest recobriment. Siguin le ... les coordenades corresponents
a la carta local (V}, ;). Sigui w la n-forma definida per

Wy = Zvj(x)dx} Ao ANdx (6.1)
jeJ

El sumatori anterior té un nombre finit de termes no nuls. w és una n-forma
diferencial global. Sip € U; N U; tindrem

k

oz”
(dx;/\.../\dz?)pdet<8$;> (dxf A ... ANdxl), .

Referint tots els termes de (6.1) a les coordenades (x} ...xz") tindrem

k
wp = ( Z v;(p) det <gg> )dxil/\.../\dx? .
P

jtals que
U;NU;3p
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D’aqui es dedueix w;, # 0.

3) = 1). Si tenim una n-forma w que no s’anulla en cap punt, podrem orien-
tar T, (M) dient que la classe positiva de AT, (M)* — {0} és la que conté w,.
Es facil veure que amb aquesta definici6 es compleix la condicié de coheréncia
exigida perqué M sigui orientada. i

Orientacié de la vora, en les varietats amb vora. Sigui M una varietat
amb vora. Un camp exterior sobre OM consisteix, per definicid, a assignar a
cada x € OM un vector X, € T, (M) que sigui exterior. En una carta local
(U,z*...2") valorada a H,, amb U NOM # (), X s’expressara

s 0
X = X’(xl...xnl)( ) ,
Z: 02"/ (1. an-1,0)

amb X" < 0. El camp es diu diferenciable si per a tota carta local com
'anterior, les funcions X?(z!...z"~!) sén diferenciables.

Proposicié 6.8 En una varietat diferenciable amb vora, sempre existeix un
camp exterior diferenciable.

DEMOSTRACIO.  Sigui {(U;,z} ... 27)}icr un atlas de M tal que {U,}ies sigui
un recobriment localment finit de M. Sigui I’ el subconjunt de I format pels ¢
tals que U; N OM # 0. Sigui {u;};cp una particié de la unitat subordinada al
recobriment {(U; NOM)};cp de OM. Sobre cada U; N OM prenguem el camp
exterior X; = —%. El camp X = > u; X; és global, diferenciable i exterior. I

Sigui M una varietat amb vora. Suposem que M és orientada, i sigui w
una n-forma que no s’anulla en cap punt i que doni l'orientacié de M. Sigui X
un camp exterior diferenciable. Es pot veure immediatament que ’orientaci6
de OM donada per la (n — 1)-forma sobre M 71 = i(X)w|0M no depén del
camp exterior X, on i(X)w indica la contracci6 interior de w per X definida
al capitol 1, apartat 7. Prendrem sobre OM lorientaci6 donada per n. En
un punt qualsevol x € OM, si es...e, és base de T,,(0(M)), X, ea... e, sera
base de T, (M). En aquesta base n(es...e,) = nX'w;s ,, perd en la base
X,eg...ep, X1 =1,X? = ... = X" = 0. Tindrem n(ey...e,) = nwia. ., =
nw(X,es...e,). Per tant, ey ... e, sera base positiva de T,,(0M) si X, ey...¢€,
és base positiva de T,(M). Per exemple, si considerem H, com a varietat
amb vora, amb l'orientacié canonica donada per la n-forma dz! A ... A dz™,
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lorientaci6é de OH,, vindra donada per

n:i(—aan> (dz' A ... Ada™) = dat (—66n>dac2/\.../\dx"+...
x x

=0

+ (=) tdzt AL A da™ Tt (d:c” <88)> = (=1)"dx' A...Adz™ L.
x/n/

3 Integracidé en varietats orientades

Recordem la formula del canvi de variables a R", que suposarem coneguda. Si
U és un obert acotat de R", i ¢: U — ¢(U) un difeomorfisme, la formula del
canvi de variable diu

/so(m /= /A Tel(F e 0), (6.2)

on A és qualsevol conjunt mesurable contingut a U i f qualsevol funcié6 mesu-
rable sobre p(U). Jo designa el jacobia del canvi. Si Jyp > 0, podem suprimir
el valor absolut en la formula anterior. Suposem que ¢ ve donat per

on y' = ¢'(z...2"). Si w és una n-forma sobre p(U), w s’escriura
W:f(yl...y")dyl.../\.../\dy" .

Definim f¢(A) w com la integral de la funcio f, fw(A) f. Amb aquesta nota-
cio, quan Jy > 0 podem escriure la formula (6.2) de manera molt més simple,

aixi:
/ w = / o () (6.3)
»(A) A
En efecte
oyt , oy™ .
* _ 1 1 m 1 m —d J1 —J In
e*(w) = fy'(zt...a™),... .y (at.. . a")) aledx AN 8xjndx =
. . ayl ayn
o J1--Jn 1 n __
= (foyp)el" B axjndx A ANdx" =

= (fop)(Jp)dzt A...Adx".
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Aquest és el motiu profund d’integrar n-formes en lloc de funcions. Per
definir la integral d’una n-forma sobre una varietat, haurem de suposar que
aquesta és orientada perqué els jacobians dels canvis de coordenades siguin
positius i puguem aplicar la formula (6.3).

Sigui M una varietat diferenciable orientada (amb o sense vora). Sigui
{(Ui,¥i)}, i € I, un atlas tal que en cada x € U; laplicacio (¢;).: To (M) — R"
preservi les orientacions, considerant a R™ l'orientacié canonica. Suposem, a
més, que {U;}ier és un recobriment localment finit, amb els U, compactes.
Busquem una definicio natural de | W quan w és una n-forma sobre M amb
suport compacte. Elegim una particié diferenciable de la unitat, {u;};cr, sub-
ordinada al recobriment {U;}. Tindrem w = ., u;w. Com que w té suport
compacte K i només hi ha un nombre finit de U; que tallen K, al sumatori an-
terior només hi ha un nombre finit de termes no nuls. Si volem que la integral
que anem a definir compleixi les propietats habituals, haurem de tenir

/MWZ/M;%W:;/M“M:Z/%WW

(ja que el suport de w;w esta contingut a U;), i per la formula del canvi de

variable,
/ Uiw =/ () (uiw).
U; Yi(Uy)

Per tant,

[o=X [, e,

icl

Podem, doncs, prendre la formula anterior com a definicié d’integral. Per-
queé aixo tingui sentit basta només que les (v, 1)*(uiw) siguin mesurables. La
integral aixi definida compleix [, (w+w') = [, w+ [, @' i [}, kw =k [, w,
quan k és constant.

Vegem ara que la integral no depén ni de I’atlas ni de la partici6 de la unitat
elegits. Si {(V}, p;)}jes és un altre atlas amb les mateixes propietats, i {v;},e
una particié de la unitat subordinada a aquest atlas, tindrem

U;W = E Vju;w .

jeJ
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Per tant,
;/ uw::;/ W;wwb

Z/,(U) ) ).

Ara bé, com que el suport de (@[J[l)*(ujuiw) esta contingut a ¢;(V; N U;),
tindrem

/ (i ) (vjuw) Z/ (Y1) (vjuw) = (formula del
i (Ui) i (V;NU;)

canvi de variable) = / (¢; 0 goj_l)*(@/)i_l)*(vjuiw) =
©; (V;NU;)

=/ Wfrwmmz/‘ (1) (vyuw)
% (ViNUs) #i(V3)

Resumint, tenim

SR

i, i (V3)

(90] *(vjuw) Z/J v ) (vjw) .

Proposicié 6.9 Si el suport de w esta contingut en una carta local (U,1),

llavors
/ w = / (w 1

DEMOSTRACIO.  Sigui K el suport de w. Prenguem un recobriment {V;};cs
localment finit del complementari de K, tal que els V; siguin dominis de cartes
locals (Vj, ;). Llavors U i els V; formen un recobriment localment finit de M.
Sigui {u,v;}jes una partici6 de la unitat subordinada al recobriment anterior.
u val 1 sobre K ja que els v; s’hi anullen. Per definicié d’integral tindrem

[ T

=0

4 Formula de Stokes

Teorema 6.10 Sigui M una varietat orientada amb vora. Sigui n la dimensi6
de M, i w una (n — 1)-forma amb suport compacte. Es compleix
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on a OM es considera I'orientacié induida per 'orientacié de M.

DEMOSTRACIO. Demostrem primer el teorema en el cas que M = H,,. Sigui

P un parallelepipede de H,, de la forma P = {¥ € H, tals que a’ < 2' < b'}

que contingui el suport de w i que tingui una cara continguda a 0H,; és a dir,
™ =0. Com que és de grau n — 1, w sera de la forma

w=Y_ fide' A Adzi AL Ada™

on, com sempre, dz® indica que el factor dz’ no hi és. Anomenem T la suma
de tots els termes del sumatori anterior que corresponen a i # n. Tindrem

w=fadz' A.. . Adz" P+ T

dw = gf”dx ANdz' AL ANd2™ T+ dT =

— ( 1)n+1 6fn

ANdx™ +dT .

Tindrem

/ dw:/dw:(—l)"+1 Ofn gl n A dam +/dT
H, P 3:10

Recordem que per la definici6 que hem donat d’integraci6 de n—formes a R,

la integral
/ 0f —drt AL A da”
oz

vol dir integral sobre P de la funci6 df,,/0z™. Pel teorema de Fubini, podem
comengar integrant aquesta funcié per la variable z™. Llavors, pel teorema
fonamental del calcul, tindrem

| (et a0 = fuat 2™ 10))
p O™ {ai<zi<bii=1..n—1}

Pero com que P conté el suport de w, dw s’anullara sobre ™ = b", per la qual
cosa tindrem
Ifn

=— N CAE () I
p Oz™ /Pﬂé)Hn

Ara bé, si a H, posem l'orientacié canodnica, aquesta orientacié indueix sobre
OH,, l'orientacié donada per la (n — 1)—forma (—1)"dx! A ... A dz". Prenent,
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llavors, aquesta orientaci6é sobre 0H,,, tindrem

Jomom, fa(zh,...,2"71,0) =

= (D" [pnon, falzts..,a" 1 0)dat AL A da T

Per tant,

/ dw = fn(asl,...,z"*,o)dxlA...Adx”*1+/dT_
H, OH,, -

Cada un dels termes que constitueixen d7" s’anullara quan integrem sobre P.
Per exemple, el terme d( fodz! Adz® A. .. Adx™) serd —(df2/0x?)dxt A. .. Ndzx™.
Quan l'integrem sobre P respecte a la variable 22, tindrem

/{ ) ) ) }(fg(ml,bQ,x?’,...,x")—fz(xl,a2,x3,...7x”))=() )
at<z'<b'i=1,3...n

ja que fo s’anulla idénticament sobre z2 = b? i sobre 2 = a® perqué el suport
de w esta contingut a P. Per tant,

/ dw:/ (w|0H,,) .
H, OH,,

Demostrem ara el teorema en una varietat amb vora M qualsevol, orientada.
Prenent un atlas {(U;, ;) }scr que compleixi les propietats de Uapartat anterior,
i una particié {u;};c; de la unitat, com que Y w; = 1, tindrem > du; = 0.
Llavors podrem escriure

/M dw = /M > widw = /M > d(uw) =Y /M d(u;w) = (proposici6 6.9)
-3 /¢ ) = 3 /w oy )

Designem per 7);y I’element (wi_l)*(uiw). Com que ja hem demostrat la formula
de Stokes a H,, si U; talla OM tindrem

/ dney = / (&) |OHR)
P (U) Y (U )NOH,

i, si U; no talla OM, llavors fw(UY) dny = 0. Sigui I' el subconjunt d’indexs i
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tals que U; N OM # . Tindrem

/ o= Y / / "o =
M icl’ i(Ui) ier J¥i(Ui)NOH,

3 /¢ i(UmM)w;l)*(uiw) - /3 wl

iel’

Aixo prova el teorema. i

5 Teorema de la divergéncia

Teorema 6.11 (Teorema-definicié) Sigui M una varietat de Riemann orien-
tada, de dimensié n, amb o sense vora. Existeix una n-forma diferencial 7,
diferenciable, tal que en cada punt x, si ey ...e, és base ortonormal positiva
de T,(M) i 0'...0" és la base dual, n, = 0 A ... A O". Aquesta n-forma
s’anomenara element de volum.

DEMOSTRACIO.  Sigui {(U;,z} ...2%)}icr un atlas de M tal que sobre cada U;
la base 8/0z} ...0/0x7 sigui posmva Pel procediment d’ortonormalitzaci6 de
Smith, fabriquem una base de n camps ortonormals sobre U;, X1 ... X(i)n-
Sigui w( - (Z la base dual. Designem per 7; el producte exterlor w1 A

( ) Veurem que es compleix 7¢;) = 7,y sobre U; NUj. En efecte, tlndrem

Xk = e Xy

amb la matriu (a},) tal que det (a},) = 1. Tindrem

kE _ k s
W(]) = asW(i) .
Per tant,
_ 1 no__

=1

Per tant, les 7(;) defineixen una n-forma diferencial global que compleix totes
les propietats desitjades. i

Veurem a continuacié com s’expressa l’element de volum 7 en una car-
ta local (U,z'...2"). Sigui X;...X, Portonormalitzacié de 8/dz"...d/dx™.
Suposem que la carta local és tal que 9/0z!...9/0x™ és positiva. Posem

0

5 = CFX, .
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Si @l...0" és la base dual de X;...X, , 0" = C;:d:cj ,n=0"A... A0 =
det (Cf)dz' A ... A da™.
Calculem det (C}) en funcio de la métrica.

gij:g(a 0

@,%j):qﬁcs 9(XX,) chc’“

Per tant det g;; = (det CF)2, d’on det (CF) = /det(g;;). Per tant,

= y/det (gij)dz" A ... A dz™.

Proposicié 6.12 Si X és un camp qualsevol sobre M i1 és I’element de volum,
es compleix Vxn = 0.

DEMOSTRACIO. Situem-nos en una carta local. Sigui e;...e, una base
ortonormal positiva en aquesta carta local, i #1...0" la base dual. Vx6° sera
combinacio lineal de 6 ...6". Posem

Vb = a§9j .

Provem en primer lloc que la matriu aé— és antisimeétrica. Tindrem

aj, = a0’ (ex) = (Vx0")(ex) = X (0" (ex)) —0"(Vxex) .

Sigui Vxer = biej. Tindrem
= —0'(blej) = —b}, .

Per veure que (a}) és antisimétrica, basta doncs provar que la matriu (b},)

ho és. De g(e;, e;) = 0;; deduim
g(VXei,ej) + g(eivaej) =0.

Igualtat que s’escriu
by Oj + by =0 .
O sigui,
by +b;=0.
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Ara, la proposici6 resulta immediatament del calcul segiient:
n = A A
Vxn = VxO A2 . A0+, +0'N.. . AVxO" =
= ajI NG N0 AT NG =

= (al+dd+...+a)0 A A0 .

J

Com que la matriu (a;) és antisimétrica, Vxn =0. 1

Teorema 6.13 (Teorema de la divergéncia) Sigui M una varietat de Riemann
orientada, amb vora. Sigui n I'element de volum, i w ’element de volum de
OM. Sigui N el camp exterior unitari normal en tot punt x € OM a T,(OM).
En tot punt x de OM tindrem X = X,N + T, on X, és un escalar i T un
vector tangent a OM. Anomenarem component normal de X lescalar X,,. El
teorema de la divergéncia afirma que

/(divX)n:/ Xw.
M oM

DEMOSTRACIO. Sigui a = i(X)n (contraccié interior de 7 per X). Provem en
primer lloc que (div X)n = da. Situem-nos en una carta local (U,z!..., 2").
1 s’expressara en aquesta carta de la forma segiient:

n=fdz" A... Ndz" .
Per tant,
i(X)n = fda" (X)dx® A ... Adx™ + ...+ (=) Yzt AL A de" T (da (X))
Tindrem, doncs,
a=1i(X)n= Z(—l)”leidxl A AdZEA LA da™
Per tant,

AFXT) N
da = Zi(_l)l—i_li(gi Vdwd Nzt AL NdEE AL A da”
xr

- (Zi 8(g§i))dx1 Ao Ada”
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Per veure que da = (div X)n, haurfem de comprovar que

> agﬁi) = fdivX = fV, X" .

i
Tenim

fV Xt = LX)

Expressem ara la condicié que V_s_ n =20 (proposmlo 6.12).
dxd
Tindrem

0
0 = Va/awg(fdxl/\.../\dx"):gfjd:ﬂl/\.../\dx"f
—J’T1 dz' A ANdx™ — .. — Ty, dz' AL A dx™ .

Per tant
3xj - fZF

Substituint a la igualtat anterior, tindrem

o(fXx?
Z Sy X

K2

VXt =

Aixo prova que da = (div X)n. Per tant,

/M(divX)n = /61\/[(05|8M) .

Sigui N, es...e, una base ortonormal positiva de T,,(M), on x € M. Sigui
6% ...0" la base dual. En el punt z tindrem 7, = 0 A.. . A" iw, = 62A.. . AO".

n

a=i(X)(O' A A" =D (D)X AL AN
=1
Perd 0*|0M = 0. Per tant,
aloM =0 (X)* N ... A" = Xw.

Aixo prova el teorema. i



Part 11

Unes pinzellades de fisica classica

Per a la comprensié profunda de la teoria de la relativitat que presentarem a
la tercera part d’aquest llibre, a més de les nocions de geometria diferencial
exposades en els capitols precedents, sobn necessaris uns certs coneixements de
fisica classica. El principal objectiu d’aquesta segona part és fornir aquests co-
neixements de manera sistematica i a partir de zero. Alguns capitols d’aquesta
part —com el 8 i el 10— no sén, potser, estrictament necessaris per a la lectura
posterior de la teoria de la relativitat, pero d’altres —com els capitols 7, 11
i 12— resulten absolutament imprescindibles. Per exemple, no es pot enten-
dre bé el tensor d’impulsié-energia que s’utilitza en relativitat per descriure la
matéria si no es tenen els coneixements basics de dinamica de fluids donats al
capitol 12, ni es poden interpretar correctament els calculs de les orbites dels
planetes en relativitat si abans no s’han fet els calculs analegs des del punt de
vista classic.






Capitol 7

Cinematica i dinamica de Newton
d’una particula material

1 Cinematica de Newton

Newton, als Principia Mathematica, admet ’existéncia d’un espai absolut, im-
mobil, dintre del qual hi ha els cossos fisics, i d’'un temps absolut. Dit d’una
altra manera, podem considerar que tots els cossos fisics son a R®. L’origenila
base canonica de R? se suposen immobils. També hi ha, a R*, un rellotge molt
precis, que marxa de manera uniforme i marca el temps. Tots els esdeveniments
que tenen lloc a R? es poden referir al temps marcat per aquest rellotge, que
per definici6 marcara el temps “oficial”. Tothom, sigui on sigui, tant si es mou
com si esta parat, pot sincronitzar el seu rellotge amb el rellotge “oficial”, de tal
manera que dir que un esdeveniment ha tingut lloc en un determinat instant ¢
té el mateix sentit per a tothom.

Si una particula material P es mou, en cada instant ¢t es trobara en un
punt P(t) de R®, de manera que descriura una corba de R® parametritzada
pel parametre temps. Si no diem res en contra, considerarem que tots els
moviments de particules materials vénen donats per corbes diferenciables tantes
vegades com calgui, en general de classe C2. Si P(t) és la corba descrita per
una particula en moviment, per a cada t, els vectors v = d13/ dtid=dP /dt?
s’anomenen respectivament velocitat i acceleracio de la particula, a 'instant ¢.

Direm que una particula es mou amb moviment uniforme si el vector velo-
citat és constant, és a dir, si és el mateix vector lliure per a tot t.

Considerem una particula mobil, O(t), en la qual ens podem imaginar que
viatja un observador. Sigui P(t) una altra particula mobil. La velocitat relativa
de P respecte a O ¢és per definicio el vector d(P(t) — O(t))/dt, i Pacceleracio
relativa és d?(P(t)—O(t))/dt?. Es a dir, en la definici6 de velocitat i acceleraci6

127
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relatives, es pren com a vector posicié de la particula P un vector d’extrem P
i origen l'observador mobil O.

2 Llei fonamental de la dinamica de Newton:
“forca igual a massa per acceleracid”

A cada cos material se li assigna, per un procediment fisic del qual després
parlarem ampliament, un nombre real positiu m, que anomenarem massa, de
tal manera que es compleixi la propietat segilient:

a) Si al cos material K; i correspon una massa m; i al cos Ks i correspon
una massa ms, al cos reunié de K; i K li correspon la massa mq + mao.

Com que la fisica classica tracta de cossos no gaire petits (els fenomens a nivell
atomic son estudiats per la fisica quantica), suposarem que el procés d’assignar
a cada cos la seva massa compleix també el segiient axioma:

b) Donat un cos material qualsevol, K, es pot subdividir en dos cossos K;
i Ky d’igual massa.

Teorema 7.1 Si disposéssim d’un criteri C' tal que, donats dos cossos materi-
als, ens permetés determinar quin d’ells té major massa o bé si tots dos tenen
la mateixa, llavors el procés d’assignar a cada cos material la seva massa que-
daria univocament determinat per les condicions a) i b) i per 'eleccié d’un cos
material U arbitrari que es pren com a unitat de mesura (un cos per al qual la
massa sigui 1).

Observaci6. El criteri C intervé en l'enunciat de b) per poder decidir quan
K i K5 tenen igual massa.

DEMOSTRACIO. Donat un nombre enter positiu n, aplicant reiteradament b),
podem descompondre el cos unitat U en cossos Uy, Us, ..., Uy, Un, de masses
respectives 3, 95,..., 3%, 57. Observem que > | 5r + 3+ = 1. Sigui K un
cos material arbitrari del qual volem determinar la seva massa m. Aplicant
b), podem descompondre K en dues parts de masses 3. Cada una d’aquestes
parts la podem descompondre en parts de massa 7. Aixi, reiterant el procés,
podem dividir K en parts, cada una de les quals tingui massa inferior a la
del cos unitat U. Per mesurar la massa de K, doncs, basta que sapiguem
mesurar la massa de cada una d’aquestes parts. Aixi doncs, per mesurar la
massa de qualsevol cos K, és suficient saber mesurar la massa de qualsevol cos

que, en comparar-lo amb U pel criteri C, resulti tenir una massa més petita
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que U. Sigui K, doncs, un tal cos. Sigui m la seva massa que volem mesurar.
Expressada en el sistema de numeracié de base 2, serd un nombre de la forma

m=0,a1as...

amb els a1, as ... zeros o bé uns. Tot seguit descriurem com es poden determi-
nar ai,as ...

Comparem les masses de K i U; utilitzant el criteri C'. Pot succeir una
d’aquestes coses:

1) La massa de K és menor que la de U;. Com que U; té massa 1/2, que
correspon al nombre 0, 1 en base 2, haurem de posar a; = 0. Continuarem
llavors el procés per determinar ag, ag . . .

2) La massa de K és igual que la de U;. En aquest cas, posem a; = 1 i tots
els restants as, as ... iguals a zero.

3) La massa de K és major que la de U;. En aquest cas, posem a; = 11
continuem el procés per determinar as, as. ..

En els casos 1) i 3) anomenem A el cos de menor massa dels dos cossos K i
U, i anomenem B Daltre. Ajuntem ara Us i A i comparem pel criteri C' AU U,
amb B. Pot passar que:

1) la massa de AU Us sigui menor que la de B;
11) la massa de AU U, sigui igual a la de B;
111) la massa de AU U sigui major que la e B.

En el cas 1) posem as = 0 i continuem el procés per determinar ag, ay . ..
En el cas 11) posem ay = 1, i tots els restants as, ay ... iguals a zero. En el cas
I11) posem ag = 1, i continuem el procés per determinar as, a4 . ..

En els casos I) i I1II) tornem a anomenar A el cos de massa menor dels
dos cossos AU Uy i B i tornem a anomenar B l'altre. Ajuntem Uz i A i
tornem a repetir el procés per determinar as. Reiterant el procés determinarem
a4, as . .. Sien cada cas dels que hem analitzat procedissim d’una altra manera,
deixarien de complir-se les condicions del teorema. Per tant, el nombre m esta
univocament determinat. |

Diversos criteris fisics “C” per comparar masses. La definici6 de massa
depén fonamentalment del criteri C' utilitzat en el teorema anterior per compa-
rar masses. Aquell teorema no és altra cosa que un resultat general de “mesura’.
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Figura 7.1

Si prenguéssim com a criteri C' que a K7 se li ha d’assignar massa més gran
o igual que a K5 quan el volum de K; és més gran o igual que el de Ks, el
teorema anterior ens donaria el volum, no la massa.

Ara descriurem un dels diversos criteris C' que es poden utilitzar en el procés
d’assignar la seva massa a cada cos material. Direm que una regi6 de I’espai és
inercial si qualsevol cos deixat lliurement en aquesta regié o bé esta parat o bé
descriu una trajectoria rectilinia amb moviment uniforme, mentre és en aquesta
regid. Se suposa que a l’espai podem trobar una regié inercial. Donats dos
cossos K1 1 K5, les masses dels quals es volen comparar per C, es porten a una
regio6 inercial de ’espai i es tiren un contra ’altre de manera que el moviment
dels dos tingui lloc en una mateixa recta i que col'lideixin frontalment. El criteri
C diria que s’ha d’assignar major massa al cos que compleix que el modul de
la diferéncia de velocitats (cada velocitat és un vector) abans i després del xoc
sigui més petit. Dit d’una altra manera, s’ha d’assignar major massa al cos
que hagi experimentat menor variacié de velocitat.

Un altre criteri diferent C” seria comparar les masses de dos cossos mate-
rials mitjangant una balanga de bragos com la que indica la figura 7.1. Per a
aixod hauriem de portar els dos cossos dels quals volem comparar les masses a
qualsevol regi6 de la Terra (o del nostre sistema solar) que no fos inercial.

Es un fet remarcable de la fisica, comprovat experimentalment, que els
criteris C' 1 C' (ben diferents, a priori) porten al mateix resultat. Els dos
defineixen, doncs, la “mateixa” massa.

Se sobreentén que la massa associada a un cos pel teorema 7.1 i un qualsevol
dels dos criteris C' o C' no depén del moviment d’aquest cos, és a dir, és la
mateixa tant si el cos esta parat com si es mou.
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Forga. Quan una particula material que esta en repos, o que es mou amb
moviment uniforme, sofreix una acceleracio, es diu que sobre ella ha actuat una
forga, i es defineix aquesta forca com el vector md, on @ és el vector acceleracio.
Aquesta definicio, tal com I’hem formulat, conté el principi d’inércia segons el
qual una particula en repos o moviment uniforme es manté en el mateix estat
si no actua cap forga sobre ella.

3 Quantitat de moviment, energia cinética, po-
téncia, treball

Sigui P una particula de massa m que es mou descrivint una corba P(t). S’a-
nomena quantitat de moviment de la particula, a 'instant ¢, el vector P = mu,
on ¥ és la velocitat de la particula en aquest instant. La forga F(t) que actua
sobre la particula P a Uinstant ¢ és F = md = md/dt = dP/dt. Per tant, la
forga és la variacié de quantitat de moviment. Si sobre una particula no actua
cap forga, la quantitat de moviment roman constant.

S’anomena energia cinética de la particula, a I'instant ¢, l’escalar %mHﬁHz.
S’anomena poténcia de la particula, a I'instant ¢, el producte escalar f(t) -(t),
on ﬁ(t) és la forga que actua sobre la particula en aquest instant. S’anomena
treball entre els instants ¢ i ¢; la integral

/ ! F(t) - o(t)dt.

Es té

b " di 1 ¢
treball:/ F~17dt:m/ —U-ﬁdt:f[mﬁ-ﬁ}l.
to t dt 2 to

Dit d’una altra manera, el treball entre tg i t; coincideix amb la variaci6é d’e-
nergia cinética entre aquests dos instants.

Si un cos material K esta format per n particules, P ... P,, s’anomena
quantitat de moviment de K la suma de les quantitats de moviment de cada
una d’elles. Analogament, s’anomenen energia cinética, poténcia i treball les
sumes d’energies cinétiques, poténcies i treballs de cada particula. Si sobre
un sistema de particules no actua cap forca, la quantitat de moviment roman
constant.

El pas a cossos continus es pot fer de manera trivial.
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4 Forces que deriven d’un potencial

Sigui U un obert connex de R®. Suposem que per a cada p € U, cada escalar
m € R" i cada instant de temps ¢, tenim un vector Fﬂ(m,p7 t). Suposem, a
més, que cada particula de massa m deixada en repos en el punt p, a I'instant
t, sofreix una acceleracié instantania

1 -
a=—F(m,p,t).
m

Llavors direm que a U tenim un camp de forces. Direm que aquest camp deriva
d’un potencial, si no depén de ¢ i, a més, si existeix una funcio diferenciable
V(m, p) sobre U, anomenada potencial, funcié del punt p = (z,y, z) i de m, tal
que per a qualsevol py € U es té

—

—
F(m,po) = —grad , V',

on
MPOV: <(8V ov ov )

o G G

Per tal de caracteritzar els camps de forces que deriven d’un potencial, abans
hem de definir els conceptes de trajectoria virtual i treball virtual.

Una trajectoria virtual entre dos punts p; i po de R® no és altra cosa que
una corba parametritzada de R3, de classe C? a trossos, que enllaci py i ps.
Ara explicarem el perque de I'adjectiu “virtual”.

El moviment d’una particula material queda determinat coneixent la forca
que actua sobre ella en cada instant de temps i la velocitat inicial. Suposem, per
exemple, que la particula es mou en un camp de forces conegut. Llavors, per a
cada p; i cada vector ¥, la trajectoria d’una particula material que surt de p;
amb velocitat ¥; queda determinada. Aquesta trajectoria seria una trajectoria
real. Entre les corbes que surten de p;, molt poques poden ser recorregudes per
particules materials seguint la llei del moviment, F = mad. Per aixo s’anomena
trajectoria virtual qualsevol corba que surti de p;, independentment que pugui o
no ser recorreguda per una particula material d’acord amb la llei del moviment.

Sigui U un obert connex de R® on hi ha un camp de forces F(m,p,t).
Siguin p; i po dos punts de U. Sigui C(t) una trajectoria virtual que uneixi p;
i pa. Suposem que C(t1) = p1, C(t2) = pa. S’anomena treball virtual d’una
particula de massa m, al llarg de C(t), entre p; i po, la integral

/ " Fm o)) - Oty

t1
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El treball virtual és, doncs, el treball associat a la particula de massa m, si
aquesta particula seguis la trajectoria C(t).
La demostraci6 del segiient teorema és un exercici elemental.

Teorema 7.2 Sigui U un obert connex de R® i ﬁ(m,p) un camp de forces
sobre U que no depén de t. Condicié necessaria i suficient perqué F derivi
d’un potencial és que el treball virtual entre dos punts qualssevol, py i ps de
U, al llarg de qualsevol trajectoria virtual que els uneixi, no depengui de la
trajectoria virtual.

Si F és un camp vectorial en una regié de R3, de components (F!, F2 F3)
s’anomena rotacional de F' el camp vectorial
—o <8F3 OF? 9F' OF3 OF? 8F1>
ro = — — — .
Oy 0z " Oz Ox ' Ox Oy

Es desprén directament de les definicions que si un camp de forces F (m,p)
deriva d’un potencial, llavors tot F = 0. No és tan immediat com aixd veure
que si la regio U on tenim el camp de forces F és simplement connexa i si
tot F = 0, llavors F', sobre U, deriva d’'un potencial. No obstant aixd, ho
deixem com a exercici.

5 Conservaci6 de ’energia

Imaginem-nos una particula material de massa m que es mou en una regi6 U
de R? pels efectes d'un camp de forces, F', sobre U. Suposem, a més, que
aquest camp de forces deriva d’un potencial V. Sigui P(t) la trajectoria de la
particula. El treball realitzat entre dos instants de temps tg i 1 sera

th 2 4P t = 5 t
Jil F-9Edt = — [, " gradV - 42dt = — [,* LV (P(t))dt =

— V(P(t) — V(P(t)).

Com que el treball realitzat era també igual a la variacié d’energia cinética,
anomenant E.(t) Uenergia cinética a 'instant ¢, es té

E.(t1) — Ec(to) = V(P(to)) — V(P(t1)) .
O sigui,
E.(t1) + V(P(t1)) = Ec(to) + V(P(to)) -

Aixo vol dir que la suma d’energia cinética i potencial és independent de 'ins-
tant de temps considerat, és a dir, és una constant. Aix0 es coneix com el
teorema de conservacié de 1’energia.






Capitol 8

Equacions de Lagrange

1 Sistemes de particules amb lligadures holono-
mes que no depenen del temps

Suposem que tenim un cos constituit per n particules materials, P;...P,,

de masses respectives my,...,m,. Anomenarem (x;,y;,2;) les coordenades
corresponents a la posicié de la particula P;. Siguin f; ... fs s funcions de les
3n coordenades T1,Y1, 21, - -+ » T, Yn, Zn. SUposem que les particules P ... P,

en qualsevol moviment que realitzin, sempre compleixen les relacions

fj(mlaylvzlv---vxnaynazn) =0 (81)

per a j = 1...s. Llavors es diu que les particules P, ... P, estan lligades pels
vincles o lligadures (8.1). Les lligadures d’aquesta mena s’anomenen, a la lite-
ratura, “lligadures holonomes que no depenen del temps”, per tal de distingir-les
d’altres lligadures més complicades que poden existir, perd que nosaltres deixa-
rem de banda. Per exemple, si les funcions f; depenguessin, a més, del temps,
les lligadures s’anomenarien holonomes depenents del temps. Existeixen lliga-
dures més complicades que es diuen “no holonomes” en qué les f; depenen no
solament de les posicions de les particules i del temps, sin6 també de les veloci-
tats de les particules. De totes maneres, nosaltres, quan parlem de “lligadures”,
sempre voldrem dir “lligadures holonomes independents del temps”.

Exemple 1. Siguin P; i P, dues particules unides per una barra rigida sense
massa, de longitud /. En qualsevol moviment s’ha de conservar la distancia.
Per tant, s’ha de complir la condici6 de lligadura

(x1 — $2)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2 =12,

135
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Figura 8.1

Naturalment, aix0 és una idealitzacio, doncs no hi pot haver una barra rigida
sense massa, perd de vegades si que pot passar que la massa de la barra sigui
menyspreable en comparacié amb la massa de P; i Ps.

Exemple 2. Considerem un punt material P que només es pot moure
sobre una porci6 d’esfera de centre l'origen de coordenades (figura 8.1). En tot
moment les coordenades (z,y, z) del punt estaran lligades per

x2+y2+z2:R2.

Tornant a la situacio general de les n particules P ... P, lligades per (8.1),
anomenem, per comoditat, 2' ... z3" les 3n coordenades 1, Y1, 21 - - . Tn, Yn, Zn-
Suposarem des d’ara que s < 3n, que les funcions f; sén diferenciables i que
per a cada zo € R*" que compleixi fj(xo) = 0 per a tot j, la matriu jacobiana

(5)
or’ 0

té rang s. Amb aquestes condicions, les equacions (8.1) defineixen una sub-
varietat diferenciable, M, de R*", de dimensié r = 3n — s, que anomenarem
varietat de les posicions del sistema, ja que cada punt de M correspon a una
posicio de cada una de les particules, respectant les lligadures. Cada xg € M
té un entorn en el qual M es pot expressar de manera paramétrica

Els parametres ¢; ...¢q,, que sén qualssevol, se solen anomenar coordenades
generalitzades del sistema. La dimensio r de M és (per definici6) el nombre
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de graus de llibertat del sistema. A continuacié veurem diversos exemples de
coordenades generalitzades, per tal de fixar les idees.

Exemple 3 (El péndol simple). Sigui P una particula de massa m, a R?,
subjecta a ’extrem d’una barra sense massa, de longitud I, que esta fixada
per laltre extrem a un punt fix O (figura 8.2). Si prenem O com a origen de
coordenades i anomenem z, y les dues coordenades de P, la posicié de P queda
determinada per ’angle ¢ que forma la barra amb ’eix de les y. Podem prendre
© com a coordenada generalitzada. Les coordenades de P s’expressaran

x =Isinp
y=—lcosyp.

En qualsevol moviment, 'angle ¢ sera funcié del temps, i la posicié de P vindra
donada en funcié del temps per

{ x(t) = lsin p(t)
y(t) = —lcose(t).

Exemple 4 (El doble péndol). Considerem el péndol de ’exemple anterior, i
pengem del punt P una altra barra sense massa. A 'altre extrem de la barra,
de longitud I, posem-hi una particula, P’, de massa m’. Es clar que aquest
sistema tindra dos graus de llibertat i que els angles ¢ i ¢ de la figura 8.3
determinen la posicié del sistema, que estara constituit pels dos punts P i P’.
Si anomenem (z,y) les coordenades de P i (z,y’) les de P’ | es tindra

= lsingp
y=—lcosyp

' =lsinp +1'sine

y = —lcosp —1'cos.
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Figura 8.3

Figura 8.4
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Exemple 5 (Péndol amb punt de suspensié mobil). Considerem el péndol de
I’exemple 3, perd suposem que el punt de suspensio, O’, de massa m’, es pot
desplagar al llarg d’una recta inclinada, tal com indica la figura 8.4. Si (z,y)
son les coordenades de P i (2/,4y') les de O tindrem

' =rsina
/

y = —rcosa
z=rsina+Ising
y=—rcosa—Ilcosyp.

« il s6n constants, mentre que r i ¢ varien. El sistema té 2 graus de llibertat.

2 Velocitats virtuals del sistema: fibrat tangent

Siguin P; ... P, n particules materials sotmeses a lligadures, com a l’apartat
anterior. Per a cada ¢, 1 < i < n, designem per m; la projeccié canonica

R3n i R3
(Z1,91,21 - - Ty Yn, Zn) — (@i, i, 2i) -

Sigui M la varietat de posicions del sistema. Observem que per a cada
p € M, p; = m;(p) correspon a la posicié p; de la particula P;. No tots els
moviments de les particules P; sén compatibles amb les lligadures. Si pensem
que cada particula P; es mou, i que en el seu moviment descriu una corba p;(t) =
(zi(t), yi(t), z:(t)), només seran compatibles amb les lligadures les trajectories
pi(t) tals que p(t) = (p1(t)...pn(t)) sigui de M per a tot t. Anomenarem
velocitat virtual del sistema en el punt p qualsevol v € T,(M). Anomenarem
velocitat virtual de P; corresponent a v € T),(M) el vector v; = (m;).v. Veiem,
doncs, que donada una velocitat virtual del sistema, v € T,(M), v = (v1 ... v,),
les v; corresponen a velocitats de les P; de moviments compatibles amb les
lligadures.

Dotem el conjunt T'(M) de totes les velocitats virtuals del sistema cor-
responents a tots els punts ¢ € M d’una estructura de varietat diferenciable de
dimensi6 2r. El conjunt T (M) és la reunié disjunta UgenTy(M). Sigui 7 la
projeccio T(M) — M que a cada v de T,(M) 1i assigna el punt ¢ € M en el
qual v és el vector tangent. Sigui (U, ¢'...q¢") una carta local de M. Donat un

veTy(M)ambqgeU,
i a
v = v - .
2 (W)q

Sigui ¢ Paplicacio de 7='(U) en R®" que a cada v € T,(M) amb ¢ € U li

assigna (¢*...q", v'...v"), on (¢'...q") son les coordenades de ¢ i (v!...v")
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les components de v en la base {9/9¢'}. Quan (U,q'...q") recorre totes les
cartes locals d’un atlas de M, els parells (7~1(U), ) constitueixen una familia
que anomenarem F. Dotem T'(M) de la topologia que consisteix a anomenar
obert tot conjunt A tal que go(A N 7T71(U)) és obert de R?" per a qualsevol
parell (7r’1(U)7 cp) de F. Si (U, qt ... qr) i (V, qr... q’r) son dues cartes locals
de M ambUNV #£0,aUNV es tindra

0q"7
Z oq’ 8q’3 '

Sigui v € Ty(M), amb ¢ € UNV. Si posem v = Zi”ia(?]i = Zjv'j%,
obviament es tindra

=3 o

3

Si (== 1(U), <p) (771(V)),¢) soén els dos parells de F corresponents a les cartes
locals (U,q ) (V qr.. ’"), I’aplicacio
op—1
pln V) N (V) —E—s W@ U) T (V)
(q" .. q" 0t o) N (@F...q" v )
vindra donada per
q/g — q/j (ql qr)
. aq’J
¥ —
v > o

1

Aixo prova que ¥ o o~ + és diferenciable, i per tant els {(W*I(U), cp)} cons-

titueixen un atlas de T'(M). T(M) s’anomena el fibrat tangent de M. Les

coordenades v'...v" se solen designar per ¢'...¢". Aixi doncs, escriurem

(ql g gt qr) com les 2r coordenades sobre 7~ 1(U).

3 Forces de lligadura i principi de les poténcies
virtuals

Siguin P; ... P, n particules materials sotmeses a lligadures, com a 'apartat
anterior. Si sobre cada P; actua una for¢a F;, donada una velocitat virtual
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¥ = (V1...0,), anomenarem poténcia virtual del sistema, corresponent a les
forces F_i i a la velocitat virtual ¥, Pescalar F; - 03, on cada F; - v; vol dir el
producte escalar a R®. Suposem ara que el sistema que considerem és en una
regi6 U de R? on actua un camp de forces F(m,p, t), i suposem que el sistema
es mou pels efectes d’aquest camp de forces. Es obvi que, en la majoria de casos,
les particules P; del sistema no es mouran com si totes fossin independents. Si
fos aixi cada particula P; es mouria segons la llei F(m;,p;,t) = mid?p;/dt2,
on p; indica la posicio de P;, i m; la seva massa. Llavors, les posicions p;(t)
que obtindriem al llarg del temps no complirien, en la majoria dels casos, les
condicions de lligadura. Per tant, és obvi que cada particula no es mou com si
estigués sola. Sigui a;(t) Pacceleracio real que sofreix la particula P; a 'instant
t. Sigui qg; = m;a; — ﬁ(mi,pi,t). La forga (;;; es diu forca de lligadura que
actua sobre P;. Aixi doncs, la forca de lligadura és la forga que s’ha de sumar
a la forca exterior F per produir 'acceleracié real a la particula, en comptes
de ’acceleraci6 teorica ﬁ/ m; que li produiria el camp de forces si la particula
estigués sola.

Acceptarem el seglient axioma, conegut com el principi de les poténcies
virtuals, o també dels treballs virtuals, que va ser formulat per D’Alembert.

Axioma. Per a qualsevol velocitat virtual U del sistema, les forces de lligadura
¢; son tals que la seva poténcia virtual corresponent a U és nulla. Fs a dir,

S i - 0 = 0.

El principi de les poténcies virtuals és una forma molt elaborada i molt
comoda del conegut principi de Newton de ’accié i la reaccié.

Els axiomes no es poden demostrar, pero si justificar intuitivament. Per jus-
tificar aquest axioma, calcularem, basant-nos en la intuicié, la poténcia virtual
de les forces de lligadura en els exemples 3, 4 i 5, i veurem que s’anulla. Com
que, basant-nos en la intuici6é, hem d’acceptar 'axioma en aquests exemples, i
com que 'argumentacié que farem en aquests casos concrets es pot trasplantar
a situacions cada vegada més complicades, acceptarem ’axioma en general.

Exemple del péndol. Considerem el péndol de ’exemple 3. La intuici6 ens
diu que la forga de lligadura que actua sobre el punt P ha de tenir la direccié
del segment PO, ja que el punt P esta lligat al punt fix O a través de PO.
Com que qualsevol velocitat virtual del sistema (i, per tant, compatible amb
les lligadures) és tangent al cercle que descriu P en el seu moviment (i, per
tant, normal a PO), el producte escalar de la forga de lligadura per qualsevol
velocitat virtual sera nul. Veiem, doncs, que es compleix ’axioma. Encara que
aixo era precisament el que voliem veure, val la pena analitzar amb una mica
més de profunditat aquest exemple, perqué en aquest cas podem determinar
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facilment les forces de lligadura.

Suposem, primerament, que el péndol evoluciona sense que actui cap forga
exterior sobre ell (pel simple efecte d’una velocitat inicial que hem comunicat
al punt P). Anomenarem 7 el vector posicio de P, que sera funci6 de 'angle

o
7= (Isingp, —lcosp).

Com que @ varia amb el temps, ¥ també. Es té
7(t) = (Isinp(t), —lcos p(t)) .
Derivant respecte al temps, tindrem
7= (lc,bcosgo , lgbsin(p) .
Anomenem T'(t) el vector tangent unitari

- 7(t)

T(t) = Ol = (cosp(t),sinp(t)) .

Anomenem N (t) el vector normal unitari que mira cap enfora,

50 = g

Tindrem 7 = lc,bf. Tornant a derivar,

Dl = (sinp(t), — cos (1)) -

dT
= 1¢T+¢E = 13T — 1$°N .

La forca de lligadura que actua sobre P haura de ser m# (per definici6 de forga
de lligadura, ja que no hi ha forces exteriors). Ara bé, com que hem dit que la
forca de lligadura ha de tenir la direccié de PO, la part tangent de m# haura
de ser zero. Per tant, ¢ = 0, o sigui, ¢ = constant = velocitat angular inicial.
La forga de lligadura és, doncs, mi* = —mlp?N (forca centripeta).

Si suposem ara que el péndol es mou sota I’accio d’un camp de forces ﬁ
en cada instant podem descompondre F en part normal al cercle que descriu
P, Fl, i part tangent, F, (figura 8.5). O sigui, F = F; + F5». Si anomenem
¢ la for¢a de lligadura que actua sobre P, tindrem, per definicié de forca de
lligadura, .

F+ ¢ = mit = mi@T — mlp>N .

¢ haura de ser normal. La component normal de la identitat anterior dira

Fi+ ¢ = —mlp N,
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Figura 8.5
d’on ¢ = —mlp?N — F). La forca de lligadura és igual a la forca centripeta més

una forga (—F}) igual i de sentit contrari a la component normal de la forga
exterior F.

Exemple del doble péndol. Amb les notacions de ’exemple 4, suposem
que sobre P’ actua una forca Fi que sobre P actua una forga F (figura 8.6).
El moviment de P’ repercutira sobre el de P, i el de P sobre el moviment de
P’. Sobre P’ actuara la forga de lligadura ¢pps, que és la forca que P exerceix
sobre P’. Sobre P actuen dues forces de lligadura, ¢p/p, que és la forca que
P’ exerceix sobre P, i ¢op, la que O exerceix sobre P. Ara bé, Newton va
postular que la forca que P’ exerceix sobre P és igual i de sentit contrari que
la que P exerceix sobre P’ (d)p/p = —¢ppl). La determinaci6é exacta de les
forces de lligadura que hem fet en I’exemple anterior aqui resulta bastant més
complicada. No obstant aixd, només amb les consideracions rudimentaries que
hem fet sobre les forces de lligadura, podrem comprovar facilment, aqui també,
el compliment de l'axioma de les poténcies virtuals. Una velocitat virtual
del sistema vindra donada per un vector tangent a una petita corba de M,
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x(s) = lsinp(s)

y(s) = —lcosp(s)

x'(s) = lsinp(s) + 1 sinp(s)
y'(s) = —lcosp(s) — ' cos)(s).

Derivant respecte al parametre s, tindrem

T =Ilpcosyp

U= Ilsing

i’ =1pcosp+ U costy =i + ' costp
§ =g+ U'dsing.

(8.2)

Aixi doncs, una velocitat virtual ¢ = (77, 72) sera un parell de vectors ¥; =
(,9) 1 Uy = (2',79'), on ¥, segons (8.2), serd sempre perpendicular a la barra
OP, mentre que ¥, també segons (8.2), sera de la forma o, = ¥ + @, amb W
perpendicular a PP’. La poténcia virtual de les forces de lligadura corresponent
a la velocitat virtual ¢, sera, doncs,

(pprp + dop) - U1 + ppr - Vs
Com que ¢op i v son perpendiculars, la poténcia virtual anterior sera
Gprp V14 ¢ppr v = Gpip U1+ dppr - (1 +w) = (pprp + dppr) 02 =0,

Jaque ¢prp=—odppr.

Aqui hem utilitzat el postulat de Newton segons el qual la forga de lligadura
que exerceix P’ sobre P és igual i de sentit contrari a la que exerceix P sobre
P’. Per tal de convéncer-nos d’aixo, estudiem un exemple més senzill que posi
en evidéncia aquest fet.

Exemple de la barra que cau verticalment. Suposem dos punts P i P/,
a R?, de masses respectives m i m/, units per una barra rigida sense massa.
Suposem que posem la barra en posicié vertical i la deixem caure lliurement,
sense velocitat inicial, sota ’accio del camp de forces 13(m7 x,y) = —mg((ﬁ),
on g és una constant (camp de forces de la gravetat) i (0,1) indica el vector de
R? de components 01 1. La intuicié ens diu que tot el sistema caura amb una
acceleraci6 d, la mateixa per a P i P/, tal que

Fp+ Fpr = (m—i—m/)a,
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Figura 8.6

on Fp i Fp: son respectivament les forces exteriors que actuen sobre P i P’.
La forga de lligadura que actua sobre P, ¢p, haura de complir

Fp+ ¢p = ma = (substituint el valor de a obtingut en la formula
anterior) =m——.
m+m/

D’aqui obtenim

s m m
p=— P’ -
m+m/ m +m’

Pel mateix raonament,
m m’
¢pr=————Fp +—-Fp.
m—+m m—+m

Veiem que soén iguals i de sentit contrari. Aqui també es compleix el principi
de poténcies virtuals. En efecte, si (z,y) son les coordenades de P i (2/,y’) les
de P’, com que

(x—2")? + (y — y')* = constant,
si (z(s),y(s),2(s),y'(s)) és una trajectoria virtual del sistema (compatible
amb les lligadures), derivant la condicié anterior respecte a s tindrem

20z —2)(@ - ") +2(y -y —9) =0.

Si posem vp = (&,9), velocitat virtual corresponent a P, i vpr = (&',7'), la
condici6 anterior s’escriu, en forma vectorial,

(B—P) - (dp —p) = 0.
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Ara bé, com que la forga de lligadura ¢p té la direcci6 de P — P’, sera de la
forma A\(P — P’). Com que ¢pr = —¢p, es tindra

poténcia virtual = ¢p-vp + ¢pr-vp = AP —P')-vp — NP —P') - vps
= )\(P — Pl)(’UP - ’Up/) =0.

Exercici. Comproveu el principi de les poténcies virtuals en el péndol de
I’exemple 5.

4 Equacions del moviment a la varietat M

Considerem un sistema de n particules, P; ... P,, sotmeés a lligadures. Volem
establir les equacions diferencials del moviment d’aquest sistema. Designem
per p;(t) la posicio de la particula P; a U'instant ¢. Si no hi hagués lligadures,
les equacions del moviment es reduirien a

- de_’i
perai=1...n,on F; és la for¢a que actua sobre P;. Si hi ha lligadures, segons
les definicions de I'apartat anterior les equacions del moviment seran

d?p;(t)
dt?

El problema rau en el fet que és molt complicat determinar en cada cas les
forces de lligadura ¢;. Utilitzant el principi de les poténcies virtuals, donarem
unes equacions equivalents a (8.4), on no hi figurin les forces ¢;. Sigui z(t) =
(p1 (t),....,Pn (t)) la trajectoria que segueix realment el sistema. Tindrem

. dp;
i(t) = (vi(t),...,vn(t)), onuv; = d—tl .
Fixem un ¢ = ¢5. Sigui w un vector qualsevol tangent a M en el punt z(ty).
Com que M C R, w sera de la forma w = (w; ... wy), amb els w; vectors
de R®. Multipliquem escalarment I'equaci6 (8.4) per w;, i sumem respecte a i.
Pel principi de les poténcies virtuals, tindrem

n

— = *pi
S OFwi =) m dt]; - W; (8.5)

i=1 i=1
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Per tal d’interpretar d’una altra manera l'equaci6 (8.5), considerarem a R>"
dos productes escalars diferents. D’una banda, l'euclidia, g, i de laltra gr,
definit per

n
gT(ﬁv U_}) = Zmiﬁl ' U_}’L )
i=1
on

4= (dy...1U)

W= (W ...d,)
i m; és la massa de P;. Com que gr conté les masses, depén naturalment del
sistema de particules que considerem. Si posem

F=(F...F),
on F; és la forga que actua sobre P;, 'equacio (8.5) s’escriu
g(F, @) = gr(#(t),w). (8.6)

Ara bé, & = Vi, on V indica la derivada covariant usual de R*". Com que
la métrica gr és la mateixa en tots els punts de R*" (no depeén del punt), la
derivada covariant associada a g7 també sera V. Sigui V la derivada covariant
sobre M associada a gr. Com que

V;i = Vi + part normal a M (respecte a gr),

gr(i@,w) = gr(Vid,w) = gr(Vad,w) ,

ja que w és tangent a M. Aixi doncs, (8.6) s’escriu
g(F,w) = gr(Vai,w). (8.7)

Sigui f el vector de Ty ,)(M) tal que

gT(f,w)zg(F,w) vweTw(to)(M)'
Llavors (8.7) s’escriu

gr(f,w) = gr(Vid,w) Y.
Per tant, -
f=V.t.

[ s’anomena forga generalitzada, f € T,,)(M). D’ara endavant, quan no hi
hagi perill de confusié, designarem per V, en lloc de V, la derivada covariant
de M associada a gp. Aixi doncs, 'equacié del moviment, a M, s’escriura

f=Vix. (8.8)

Fixem-nos que en aquesta equacié no hi figuren les forges de lligadura.
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5 Forma de Lagrange de les equacions del movi-
ment

Per tal d’escriure d’'una manera més manejable I'equaci6é anterior, f = V;z,

donarem un resultat general de varietats de Riemann. Abans, pero, hem d’in-

troduir unes notacions que ens seran comodes.

Sigui (M, g) una varietat de Riemann de dimensi6 r, i T'(M) el seu fibrat
tangent. La métrica g dona lloc a la funcié de T (M), que continuarem designant
per g, que assigna g, (v,v) a cada v € Tp(M). Si (U,x'...2") és una carta local
de M, i (771 (U),a"...a",v' ...v") la carta local que li correspon a T'(M), la
funcio6 g, sobre 771(U), s’escriura

_ i,j

g—gijvvj,
.+ és funcio de ! r t t
on gl] €S runcio de r- ...x , concretamen

o 0
95 = 9501 o)

A tota corba z(t) de M li associem, també, la corba Z(t) de T'(M):
t————ri(t) € Typy(M).
Si en una carta local (U,z!...2") de M x(t) s’escriu
z(t) = (2'(t),...,2"(t)),

la corba Z(t) s’escriura a (7r_1(U)7 (z'.. 2" 0 ’UT))

F(t) = (ml(t),...,x’"(t),:bl(t),...,j:r(t)) .
Amb aquestes notacions, passem a enunciar la proposicio segiient.

Proposicié 8.1 Sigui x(t) una corba de M, i &(t) la corba a T(M) que li
correspon. Sigui g la funcié sobre T(M) que correspon a la métrica g de M.
Sigui (U,2'...2") una carta local de M, i (w='(U)a'...a",v' ... v") la carta
local de T (M) corresponent. Per a cada h =1...r, considerem la funcié

i)~ ()

dt \ovl / z(1) Oxlh/z)’
que és una funcié ordinaria de t. Considerem, d’altra banda, g(V i, %), que
també és una funcié de t. Es compleix

29(V;z, a;ih) = %(%)i(ﬂ - (%)i(t) .
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DEMOSTRACIO. Les components de V ;4 en la base 8/9z'...0/0x" sén
(Vad)" = &% + Thaad .
Per tant, tindrem

g(V ) = gneid® + gnilla'd7 . (8.9)

De l'expressio dels simbols de Christoffel en funci6é de la meétrica obtindrem

1
ghkrfj =3 (ajghi + 0igjn — ahgij) )

on §; = §/0x7. Substituint a (8.9), tenim
. 0 g, 1 i1 VI i
9(Vat, @) = 9" + 50jgnid" &’ + 50ignd’ &’ — 5 0ngij&'E’ -

Pero el segon i tercer termes del segon membre son iguals (amb uns altres
indexs de sumacio). Per tant,

.0 . P | i
g(Vj,x, W) = gnpi® + 0jgnid'd? — §3hgijx . (8.10)

D’altra banda, a T(M), g s’expressa

g = gav*v®.
Per tant,

dg

ok 2gniv" .
Per tant,

69 _ 1 n -k
(w)w) = 2k (x (t)...a (t)):v (t).
D’aqui obtindrem

a(w)i(t) = 2aighkx xk + 2ghkxk .
Analogament,

dg .
— = Ohgi;2'a? .
(&rh)i(t) hig e
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Per tant,

%(%)m) a (%)i(t) = 20(Vad, %)' '

Apliquem ara la proposici6 8.1 a la mecanica, per tal d’escriure d’una altra
manera ’equacio (8.8) de 'apartat anterior.

Considerem, a la varietat M de posicions del sistema, la métrica gr. La
funcié gy sobre T(M) que li correspon, és la funcio que a cada v € T,(M) li
associa

—

m;v; - Vi,

onv = (vy...v,) amb els ¥; € R>. Es a dir, la funcié gr assigna a cada
velocitat virtual del sistema el doble de ’energia cinética que li correspon. Si
anomenem T Uenergia cinética, gr = 27", com a funcié de T'(M). Aplicant la
proposicié 8.1 en una carta local (U, ¢*...q") de M, tindrem, amb les coorde-
nades (¢'...q",¢'...¢") de 7= 1(U),

o . dorT oT

Ve gy = aw g~ ogi

Pero, en virtut de (8.8),

.0 0 . B 0
gr(Vii, a—qh) = gr(f, 8—qh) = (recordant la definicié de f) = g(F, 8qh) ,

on ¢ és la metrica euclidiana de R®. Si M, com a subvarietat de R>", és
parametritzada per

pi =pila" - d"),
amb els p; € R?, el vector tangent 8/8(] com a vector de R®", és (9p;/0q"),
1 =1...n. Per tant, g( ; aqh) S F, . 8q,L. Resumint, tindrem

Zﬁ o7 _ ) 9. daT  oT

9(F, o) = gr(Viit, oo0) = o = o
o) = IVt 5w = L aa T agh

L’equaci6 (8.8) sera, doncs, equivalent, en una carta local (¢'...q"), al
sistema d’equacions

"\ Op; T T
ZF-ap’—da O 1. r. (8.11)

‘0" ditdgh  dg*’
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T indica la funci6 energia cinética, a T(M), i P_’; és la forga que actua sobre la
particula P; del sistema. p; indica el vector posici6 de la particula P;.

Les varietats de Riemann no sén absolutament necessaries en la deduccio
de les equacions (8.11), com es posa de manifest en el problema segiient.

Problema. Un vector tangent a M, v, s’expressa en les coordenades ¢ ... ¢y,

d1-..Gr comv=>_ G*0/9¢*F. Com a vector de R>®" sera v = > ¢*op/oqF,
B 1

onp = (p1...pn). Tenint en compte que T'= 5 > " mv;-v;, onv = (vy...v,)

és un vector tangent, deduiu directament (8.11) de 'expressio (8.5), prenent

alla w = (wy ... w,) = Op/dq".

Posem un exemple d’aplicacié del sistema (8.11) a un problema concret.
Considerem el péndol simple de I’exemple 3 de 'apartat 1. Suposem que sobre
P actua una forga exterior F. Es demana que s’escriguin les equacions del
moviment. Amb les notacions de I'exemple 3, tindrem

x =lIsinyp T = lpcosy
T =52 +9%) = gml¢?
y=—lcosp y=Ilpsing
oT dor oT
oL _ lQ. aol v 12
95 oy e ¥

Com que p = (x,y) = (Isinp, —lcosp), 0p/0p = (lcosp,lsinp). Sila forca
exterior F s’escriu F' = (F1, F?), el sistema (8.11) es redueix aqui a I'equaci6

Fllcosp 4+ F2lsing = mi%p,
o sigui,
Flcosp+ F2singp =mlp,

on F' i F? sén les components de la forca exterior. Si suposem que la forca
exterior F és la de la gravetat, F = —mg((ﬁ>)7 llavors F' = 0, F?2 = —mg, i
I’equacié queda

—gsinp =1[¢.

6 Equacions del moviment quan les forces deri-
ven d’un potencial
En el cas que cada forca F que actua sobre la particula P; derivi d’un potencial,

les equacions (8.11) es poden posar d’una forma més senzilla, com veurem a
continuacio.
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Suposem, doncs, que el sistema es mou sota ’accié d’un camp de forces
F(m,z,y, z), que deriva d’un potencial V(m,x,y, z). Per V;(z,y, z) designem
V(m;,x, y, z). La forga F; que actua sobre la particula P; sera

A= (=5 o)

on (z;,y;, z;) indica la posicié p; de la particula P;. Tindrem, doncs,

7 opi _ OVidx; OVi Oy, OVi0z OV,

Y 0ogh T 0w 0qh Oy Ogh 0z Ot Ogh”

Per tant,
= Op; ov
ZFi Lopi 9V ’
oq"  Oq"
on V =3, V;. Llavors, les equacions (8.11) s’escriuran

dor oT-V)
@ e 0. (8.12)

Designem per L la diferéncia
L=T-V. (8.13)

L s’anomena funcié de Lagrange. Es una funci6 sobre T(M). Com que V esta
determinada llevat de constants additives, L també ho esta. Com que V només
depén de ¢y ...q-, inode ¢y ...q,, es té

oL _or
agh  ogh

Tenint en compte aixo, les equacions (8.12) s’escriuen

d 0L  OL
——— — — =0. 8.14
dt ogh  dq™ (8.14)
Per exemple, en_‘el cas del péndol simple que evoluciona sota el camp de forces
de la gravetat, F = —mg((ﬁ), la funci6 potencial V' és V(m,z,y) = mgy. La
funci6é de Lagrange L sera

. . 1 )
L(p,9) =T(p,¢) = V(p) = 577112(,02 + Imgcos .

Es té
d 0L 9. oL

g =ml*¢, — =—Ilmgsing,
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d’on les equacions (8.14) es redueixen en aquest cas a
lp+gsinp =0,

que son les mateixes que hem trobat abans.

Insistim, pero, que les equacions (8.11) son més generals que (8.14) perqué
aquelles valen per a qualsevol forca, derivi o no d’un potencial.

Observem que en el cas que el sistema consti d’una sola particula que es
mou lliurement a R?, sense cap lligadura, les equacions (8.11) es redueixen a
la definicié de forga, F = ma. En efecte, el vector posicio p de la particula
sera p = (z,y,2). Op/0z = (1,0,0). Si F= (F',F?, F3), el primer membre de
(8.11), prenent ¢" = z, sera

7.9 = F.(1,0,0) = F'.
Ox

Calculem el segon membre de (8.11):

T=%m(9’c2+y2+z'2) g—g:mi
aor _or .
dt 0% or
I
0

Per tant, 'equacio (8.11), per a ¢ = z, és
F'=mi.
Analogament, escrivint (8.11) per a ¢" = v, 2, obtindriem

F2 =mj
3 =m2.

Aquestes tres equacions escalars no son altra cosa que

F=ma.






Capitol 9

Teoremes de conservacio.
Xoc de particules

1 Teoremes de conservacid

Situem-nos en les hipotesis de 'altim apartat del capitol anterior. Suposem
que tenim un sistema constituit per n punts materials P; ... P,, de masses
mi ... My, amb lligadures holonomes independents del temps. Suposem que el
sistema evoluciona per 'accié6 d’'un camp de forces que deriva d’un potencial.
Designarem per M, com al capitol anterior, la varietat de posicions del sistema
(subvarietat de R3", de dimensi6 r = graus de llibertat). Aqui reprenem totes
les notacions del capitol anterior.

Si s és un grup uniparamétric qualsevol de transformacions de R?, de-
signarem també per ¢, el grup uniparameétric de R*" definit per o (%) =
(¢s(@1),-..,0s(77)), on & de R* el descomponem en & = (27 ...%7,), amb
z; € R5.

Amb aquesta notacio, direm que el sistema de n particules P ... P, és
invariant per un grup uniparamétric ¢ de R? si, per a tot z € M C R*",
vs(z) és de M. Dit d’una altra manera, si el grup ¢, de R*" dona lloc, per
restriccié als punts de M, a un grup uniparamétric de M. Aixo equival a
dir que si 27 ... 2, és una posici6 del sistema (compatible amb les lligadures),
0s(T1) ... ps(Zy) també és una posicié del sistema.

Per a cada v de R?, designarem per (T,)s el grup uniparameétric de R? de
translacions en la direcci6 de ¥,

(Ty)s(P) =P+ sv.
Donat un punt O de R® i un vector v de R®, designarem per (Row)s €l

155
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grup uniparameétric de R? de rotacions entorn de la recta que passa per O i té
v com a vector director.

Teorema 9.1 (Conservaci6 de la quantitat de moviment) Si el sistema for-
mat pels punts materials P ... P, és invariant per un grup uniparameétric de
translacions de R?, (T,)s, i si evoluciona sota un camp de forces que deriva
d’un potencial i la funcié potencial V, a M, també és invariant per (T,)s,
llavors el producte escalar, a R?, de la quantitat de moviment P del sistema
pel vector v (el del grup de translacions T,), es manté constant al llarg de
qualsevol trajectoria del sistema.

DEMOSTRACIO.  Sigui z(t) = (pi(t)...pn(t)) una trajectoria del sistema.
Designem per X el camp sobre M corresponent al grup uniparameétric (7).
Fixat to, en un petit entorn de x(t9), a M, podem prendre un sistema de coor-
denades q; . .. g, de M per a les quals el camp X sigui /9q'. Com que la funci6
potencial V és invariant per (T),)s, aixd vol dir que X (V') = 0, equaci6é que en
aquestes coordenades és 9V/dq' = 0. L’equacié de Lagrange corresponent a la
coordenada ¢ dira

dor or _ oV _

— =2 =0. 9.1
dt 0g1  Oq1 oq 6-1)
Com que T' = %me’% - 7;, es té

oT 0

=S i (9.2)

dq1 " dq1

Pero, com que v; = > Gx0p;/0qr, Ov;/0g1 = Op;/Oq1. Ara veurem que
Opi/0q1 = v (el vector del grup de translacions T;,). En efecte,

Com que X ha de ser tangent a la corba de R*"
s — (p1 + sU,...py + sU),
X sera el vector (v...v),10p;/0¢1 = v. Resumint, tindrem

S—Z:Zmiﬁv‘;: (> - mw) - 5=P-7.

%
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Provem ara que 0T/9q; = 0. En efecte,
oT an
_— = mi——-v; .
Iq Z Iq

Com que

. . Op; 0T . 0?%p;
U = y 4o *U; .
Z " oq " o ; ™ qnoq,

Ara bé, derivar respecte a g; és derivar en la direcci6é del grup uniparamétric.
Per tant,

Bpi d

=—(P

dq ds( + SU)|
Aixi doncs, dp;/0q; és constant. Per tant, 0%p;/0qrdq1 = 0. Per tant,
0T /9¢1 = 0. En resum, 'equaci6 (9.1) s’escriu

d -

—(P-v)=0,

i el teorema queda demostrat. i

s:():v'

Exemples.

1) Considerem el péndol amb punt de suspensié mobil (exemple 5 de Papar-
tat 1 del capitol anterior). Sigui (T,)s el grup uniparamétric de translacions
associat al vector director v de la barra sobre la qual llisca el punt de suspensi6
del péndol. La varietat de posicions del sistema (C R*) és invariant per (T},)s.
Si suposem que el péndol evoluciona sense forces exteriors, la funcié potenci-
al V' corresponent és constant i V' també és invariant per (T,)s. Aqui es pot
aplicar, doncs, el teorema. Si suposem que la barra és horitzontal, v = (1,0),
i el péndol evoluciona sota el camp de forces de la gravetat, F = —mg(0,1),
la funci6 potencial és V(z,y) = mgy. En aquest cas també V és invariant per
(T,)s 1 es pot aplicar el teorema.

2) Un cos rigid constituit per n particules P; ... P,, amb les uniques lli-
gadures de la rigidesa, ||P; — Pj|| = constant, que evoluciona lliurement a R®
en abséncia de forces exteriors, és invariant per qualsevol grup de translacions
(T,)s. Per tant, el producte escalar P - ¥ roman constant per a qualsevol ¥ de
R3. Aixo implica que P és constant.

Ara donarem un altre teorema de conservacié similar al teorema 9.1. Abans,
pero, ens cal introduir una mica de notacio.

Donat un punt O de R®, anomenarem moment respecte a O de la quantitat
de moviment del sistema, en un instant ¢, el vector de R?

—
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on v; és la velocitat de P; a linstant ¢, i p; la posici6 de P;.

Teorema 9.2 (Conservacio del moment de la quantitat de moviment) Si exis-
teix un grup uniparamétric de rotacions de R?, (Row)s que deixa invariant el
sistema I la seva funcié potencial V, llavors el producte escalar, a R®, del vector
U del grup uniparamétric de rotacions pel moment de la quantitat de moviment,
respecte a O, es manté constant al llarg de qualsevol trajectoria del sistema.

DEMOSTRACIO. Designem per X, com abans, el camp sobre M corresponent
al grup uniparameétric (Ro,y)s. Si #(t) = (p1(t),...,pn(t)) és una trajectoria
del sistema, fixat ¢, en un entorn de x(tp), a M, prenguem unes coordenades
q1-..qr tals que X sigui 0/9q;. L’equacié de Lagrange respecte a aquesta
coordenada sera (9.1). Igual que abans tindrem

oT op;
-0 = m; c Vi .
Iq Z Iq
El vector X sera (Op1/0q1,...,0pn/0q1), 1 haura de ser tangent a la corba
§— ((RO,v)s(pl)a ) (RO,v)S(pn)) .
Es pot veure immediatament que a R? es compleix

(GRonP)) = KTA(P-0). 03

s=0

on K és una constant. En efecte, prenguem, a R3, un sistema ortonormal
de coordenades, on O sigui 'origen i l'eix de gir sigui el de les z. En aques-
tes coordenades, ¥ = (0,0, A). Si anomenem (z,y, z) les coordenades de P, i
(z(s),y(s),2(s)) les de (Ro,v)s(P), tindrem

x(s) = xcoss —ysins

y(s) = xsins + ycos s

z(s) = z.
Per tant,
d 1, = =
(d(RO,v)s(P)> =(—y,2,0)=(0,0,1) A (x,y,2) = A (P—0),
s R A
d’on s’obté (9.3). Ara tornem a la nostra situacio. Tenim
5‘pi d - - =
=\ 5 v)s\Pi =K (A . 4
50, = (g5 (Row)swn) _ = KoA @i~ O) (9.4)
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Per tant,
a—T—KZmlvl v/\( KZU /\mul):Kﬁ-J\Zfo,
4

on MO és el moment de la quantitat de moviment respecte a O. Vegem ara que
aqui, com abans, també es compleix 9T/dg; = 0. En efecte,

ar 1 9 . o5
D T3 2 () = L migy -

Pero com que

. api (9’01
Ve ZQk Oqx ’ oq Z 8q18qk

i com que derivar respecte a q; és derivar en la direcci6 del grup uniparamétric,

Op;

=Ko A(p,—O0).
o0 TA (p )

Per tant,
81}1

—Kv/\vl.

D’on 0T/0q1 = > m; (v Av;)-0; =0 (per les propietats del producte mixt a
R?). En resum, equacio (9.1) s’escriu 4K (V- Mp) =0, i com que K és una
constant, el teorema queda demostrat. i

Exemples. El péndol i el doble péndol dels exemples 3 i 4 de l'apartat 1
del capitol anterior sén invariants pel grup uniparamétric de rotacions entorn
del punt de suspensi6. Si suposem que evolucionen pels tnics efectes de les
velocitats inicials, sense cap forga exterior que actui sobre el sistema, llavors
la funcié potencial (que és qualsevol constant) també és invariant per aquest
grup uniparameétric i podem aplicar el teorema 9.2.

Teorema 9.3 (Conservaci6 de l'energia) Suposem que el sistema de particu-
les sotmeés a lligadures evoluciona sota 'accié d’'un camp de forces que deriva
d’un potencial. Anomenem V' la funcié potencial en la varietat M de les po-
sicions del sistema. La funci6 H = T + V és constant al llarg de qualsevol
trajectoria del sistema.

DEMOSTRACIO.  Sigui z(tp) un punt de M que correspongui a la posicio del
sistema en un instant ¢t = ty5. Prenguem unes coordenades de M en un entorn
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de z(to), q1 - .. ¢r. T tindra, en aquestes coordenades, una expressi6 de la forma

T =" Tinggn-
k,h
Aixi doncs,
=2> Tkngn-
aqk 2
Per tant,

Z Qk 6%

(Aixo és un cas particular del teorema d’Euler sobre les funcions homogenies.)
Tenim, doncs,

H=T+V=2T—(T-V)=2T—-L= qu—f 7qu—71;

Restringim H sobre z(t) en un entorn de x(to). H sera una funcio de ¢. Tindrem

dH  dg. 0Ly dL
o 7(%37%)_%_
oL .d oL 0L oL . d 0L  OL\ .
= Qkaq +Qk$£—87qkk 87(1'140(] (@qu—aiq’)k:o

(en virtut de les equacions de Lagrange). Il

2 Xoc de particules

Siguin P; i P, dos cossos petits, que idealitzarem com a punts, de masses
respectives my i mo. Suposem que es mouen per ’espai sense accié de for-
ces exteriors. Cada un d’ells descriura, doncs, una trajectoria rectilinia amb
moviment uniforme. Suposem que aquestes trajectories son tals que les du-
es particules es troben en un mateix punt de ’espai en un mateix instant de
temps. Es a dir, xoquen. Proposem-nos el problema de trobar el moviment
de les dues particules després de la col'lisio. L’experiéncia ens mostra els fets
segiients:

1) La trajectoria P;(t) de cada particula, i = 1,2, deixa de ser diferenciable
en el moment del xoc. Per tant, les lleis de la mecanica que hem utilitzat fins
ara no serveixen per tractar aquest problema, ja que fins ara sempre haviem
fet la hipotesi que les trajectories eren diferenciables.
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2) La soluci6 no pot ser unica sense fer hipotesis suplementaries, ja que
quan xoquen no es comporten d’igual manera dues boles de billar que dues
boles de plom. Les primeres no es deformen quan collideixen, mentre que les
segones si. Aixo fa que el moviment després del xoc sigui diferent en cada cas.

Prendrem com a axioma que la quantitat de moviment del sistema (format
per les dues particules) roman constant abans i després del xoc (sempre que
no actuin forces exteriors). Suposarem que aquest axioma es compleix en tota
classe de xocs (tant en el de les boles de billar com en el de les boles de plom).
Si designem per v7 i v3 les velocitats de les particules abans del xoc, i per 071 i
v_é les velocitats després del xoc, I'axioma diu

m1U1 + Mmota = myv] + mavl, (9.5)

equacié que, sola, no és suficient per determinar les velocitats després del xoc.
Hem vist, en el teorema 9.1 de I'apartat anterior, que en tot sistema sobre el
qual no actuen forces exteriors i tal que sigui invariant per qualsevol grup de
translacions (si no hi ha lligadures, aixd sempre es compleix), la quantitat de
moviment roman constant. Encara que aquest teorema no és aplicable al cas
de xoc perqué les trajectories deixen de ser diferenciables, I’axioma que hem
acceptat no és altra cosa que ’extrapolacié del teorema 9.1 al cas de xoc.

El xoc es diu completament inelastic (boles de plom) quan els dos cossos
romanen junts després del xoc. Llavors vl = v}. Aix0, juntament amb ’equaciod
(9.5), determina completament vl i 112 quan es coneixen vj i v3.

Estudiem ara els xocs completament elastics (boles de billar). En primer
lloc suposem que el moviment de les dues particules es realitza al llarg d’una
recta. Com que el moviment és unidimensional, els vectors velocitat de cada
particula seran escalars. El xoc es diu completament elastic quan ’energia
cinética (I'anica que hi ha, perqué, com que no existeixen forces exteriors, no
hi ha energia potencial) roman constant abans i després del xoc. Les dues
equacions escalars

miv + Moty = Myv] + mavh
’ ’
mlv% + mgv% = m1v12 + m21122

determinen v} i v4 en funcié de vy i vs.

Observem que en el cas del xoc de boles de plom, part de I’energia s’inverteix
a deformar les boles i part es transforma en calor. No es conserva l’energia
cinética abans i després del xoc.

Estudiem ara el cas general en qué el moviment de les dues particules no es
realitza sobre una recta. Abans del xoc, les dues particules P; i P> es mouran
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Figura 9.1

amb moviment rectilini i uniforme, ja que sobre elles no actua cap forga. Com
que se suposa que en un moment determinat les dues particules xoquen, les
trajectories abans del xoc sén coplanaries. Acceptarem com a axioma que les
trajectories després del xoc estan contingudes en el mateix pla que conté les
trajectories abans del xoc.

Amb aquest axioma, només ens cal estudiar el xoc de particules el moviment
de les quals es realitza sempre en un pla. Siguin a i b les trajectories de la
primera i de la segona particula abans del xoc (figura 9.1). Sigui O el punt
d’intersecci6 de a i b. Sigui ¢ la bisectriu de 'angle ab i n la recta per O
perpendicular a t. Acceptarem com a axioma del xoc elastic que el xoc no
influeix gens sobre el moviment de les projeccions sobre ¢ (en la direccio de n)
de les dues particules, mentre que les projeccions sobre n (en la direccio de t)
de les dues particules segueixen les lleis del xoc elastic unidimensional que hem
formulat abans. Aixo determina completament el moviment després del xoc.

En el cas que els dos cossos Py i Ps siguin esferes (i no els puguem idealitzar
com a punts), per formular aquest axioma hem de prendre com a recta n la que
uneix els dos centres en el moment de la collisi6 i com a recta t la tangent a les
dues boles continguda en el pla determinat per les trajectories dels dos centres.
La justificaci6 intuitiva d’aquest axioma del xoc elastic és que la reacci6 elastica
actua normalment, i no tangencialment.
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Funci6é de Lagrange dels cossos
rigids

1 Centre de masses

Sigui K un sistema format per n particules P; ... P, (lliures o amb lligadures),
de masses my ... m,. S’anomena centre de masses del sistema el punt C' de R3
definit per

= MiDs
G 2l (10.1)
2o m;
on p; indica, com sempre, el vector posicié de la particula P;. L’escalar m =
>~ m; s’anomena massa del sistema. Derivant (10.1) respecte al temps ¢, s’obté

dt m m’

on P és la quantitat de moviment. Dit d’una altra manera,

- dd
P=m—. 10.2
7 (10.2)
Aixo vol dir que la quantitat de moviment d’un sistema és la mateixa que
tindria una particula situada al centre de masses, que tingués com a massa, la

del sistema.

2 Cossos rigids. Tensor d’inércia

Suposem ara que K és un cos rigid constituit per n particules P; ... P,. Supo-
sem que n > 4, i que entre tots els punts P; ... P, n’hi ha quatre de linealment

163
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independents (com a punts de R?*). Anomenem m la massa total del sistema,
m =Y. m;. Sigui C el centre de masses de P;...P,. Si P és qualsevol de les
particules del cos, i p el seu vector posicio, podem escriure

at) = (1) - Cv)) + €.
Derivant, tenim

by = =)

+ ¢, (10.3)
on ¥p indica la velocitat de la particula P i ¢ la velocitat del centre de masses.
Per calcular el terme d(p — C)/dt que figura a (10.3), necessitem el teorema
segiient:

Teorema 10.1 Per a cada instant de temps t, existeix un vector Q(t) tal que
per a qualsevol particula P del cos rigid es compleix

U0=C) _ Gy n (5 (o).

ﬁ(t) s’anomena velocitat angular del solid respecte al centre de masses, a I'ins-
tant t.

DEMOSTRACIO. Elegim tres punts, entre els pj, tals que les seves diferéncies
amb C siguin linealment independents. Suposem, per exemple, que aquests
punts sén p1, p2, p3. Fixem un instant de temps ty. Per a cada ¢ hi haura una
tinica transformaci6 lineal de R® que aplicara (5; — C)(to) en (p; — C)(t), per
ai = 1,2,3, que serd una isometria. Es evident que aquesta transformacio
aplicara, també, els altres (p; — C)(to) en (p; — C)(t), i = 4...n. Anomenem
A(t) la matriu d’aquesta transformacié en una base ortonormal fixada de R3.
A(to) és la matriu identitat, I. Cada A(t) és una matriu ortogonal. Designem
per A(ty) la derivada de A(t) en el punt ty. Vegem que A(ty) és una matriu
antisimétrica. En efecte, designant per ‘A la transposta de A, derivant la
identitat A’A = I, s’obté

A(t) - LA(t) + A(t) - TA(t) = 0.

Si fem ara t = to, com que A(tg) = 'A(ty) = I, resulta que A(ty) és antisime-
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trica. Escrivim, doncs, aquesta matriu antisimétrica de la manera segiient:

0 —Q3(to)  Q(to)
Q3(to) 0 —Oto) | - (10.4)
—Q%(tg)  Q'(to) 0

Anomenem €2(ty) el vector de components (Q(to), ¥2(t0), 23(t0)). Sipeés
el vector posicio de qualsevol particula P del cos rigid, tindrem

(5= O) (1) = A (F — C)(to)

(452)._ -

Tenint en compte P'expressio (10.4) de A(ty), tindrem

<d(ﬁ— 0)

dt )H = §(to) A (7~ O)(to), (10.5)

i el teorema queda demostrat. i

Per justificar la denominacié de velocitat angular respecte al punt C, del
vector ﬁ, basta observar que quan el cos gira entorn d’una recta que passa per
C, tal com hem vist al capitol anterior, es té 'expressio (10.5), amb Q un vector
que té la direcci6é de I'eix de gir i modul la velocitat angular de la rotacié.

Apliquem ara aquest teorema a l'expressio (10.3). Quedara

Gp=0A@FE-C)+ . (10.6)

Fent servir aquesta expressio, calculem ’energia cinética T' del cos rigid. Sabem
que

T = ;Z_ZlmZUR 'ﬁpi =
%Zmi{(ﬁ/\(ﬁ}—é)—&- _’c) : (Q/\(_'i—é)‘f'ﬁC)} =

1 = -
= smic - To+ Y mic - (GA @ - )+
AN
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Ara bé, en el segon terme d’aquest tltim membre apareix > (p; — C_")mz =
S mip; — (O m;)C = 0, per definici6 de centre de masses. A l'ultim terme
apareix el quadrat de la norma del producte vectorial Q A (p; — C). Tenim

12 (5 = O)° = |12)llp: — C|1* sin® o,

on « és P'angle dels dos vectors Q i p; — C. Substituint sin?a = 1 — cos? a,
s’obté
S\ 2

12 A (7 = )P = 120 lpi — CII* = (- (5 - C))
Substituint a (10.7), obtenim

1 1 - = -
T = Smiic 5o+ 5 > m{ 12125 - CIF - (- @i - €)°}. (10.8)

Fixem-nos que el primer terme no és altra cosa que l’energia cinética del
centre de masses, suposant que tota la massa del cos esta concentrada alla. Ano-
menarem energia cinética de rotacio el segon terme de (10.8), i la designarem
per Tyot. Ara manipulem una mica 'expressi6 de Ty.o¢ per tal d’explicitar

el seu caracter quadratic respecte a les components del vector 2. Expressem

Tyot en un sistema de coordenades rectangulars solidari amb el cos, d’origen C.

Designem per (z}, 22, 27) les components de j; — C en aquest sistema. Tindrem

Trot = %Zml{ Z(Qk)Q Z(g;iL)Q _ (Z Qkxf>2} =

k h

k
= S Yot Yl - Y atoratar ) =
‘ k,s h k,s
N %Z (Dm0 D_(@h)? —akay) Jhr.
k,s i

h

Designem per I I’expressio segiient:
Is = Zmi (6ks Z(xf‘)z — xfxf) . (10.9)
i h

Fixem-nos que cada [I;; només depén de les caracteristiques del cos en repos.
Tenim, doncs

1
Trot = 5 > L0980 (10.10)
k,s
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La matriu (Iy s), que és simeétrica, déna lloc a un tensor dues vegades cova-
riant que s’anomena tensor d’inércia del cos. Donem a continuaci6 I’expressio
explicita de la matriu (Ixs), utilitzant la notacié més comoda (z;, y;, z;) en lloc

de (z}, 22, 23):

Somi(yp +27) =Y miy — > mxiz
(Iks) = =Xy omi(al 7)) = iy
— > Mz =Y miziyi o m(xF 4 y7)

Les components I11, Is9, I33 s’anomenen moments d’inércia del cos respecte
als eixos x,y, z respectivament. Naturalment, com que la matriu anterior és
simétrica, podrem trobar uns eixos en qué diagonalitzi. Aquests eixos, que van
lligats a la particular forma del cos, s’anomenen eixos d’inércia. En aquests
eixos, la matriu només tindra moments d’inércia.

Si en comptes de suposar que el cos esta format per n particules, suposem
que és un cos continu de densitat p, el raonament anterior es pot extrapolar, i
el tensor d’inércia vindra donat per

Ips = / p(Oks Z(aﬁh)2 — a¥2®)da' da?da® . (10.11)
Ccos h

Ara podem resumir tot el que hem fet en el resultat segiient:

Teorema 10.2 L’energia cinética d’un cos rigid es descompon en dos termes.
El primer és ’energia cinética del centre de masses, suposant que tota la massa
esta concentrada alla. El segon, que designem per T,,i, s’expressa, en un
sistema de coordenades lligat al cos, de la manera segiient:

1
Trot = 5 > L0k,
k,s

on (Ixs) és una matriu simétrica que només depén de les caracteristiques del
cos en repos i §) és la velocitat angular respecte al centre de masses.

3 Calcul de la funcié de Lagrange en els cossos
rigids

Considerem un sistema .S de punts materials, P, ... Py ... P,, sotmes a lligadu-
res. Suposem que els k primers punts, Pj ... P, constitueixen un cos rigid que
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designarem per K. Suposem que tot el sistema S evoluciona sota 1’accié d’un
camp de forces ﬁ(m,x,y,z) que deriva d’una funcié potencial V(m,x,y, z).
Volem calcular la funcié de Lagrange L del sistema.

L’energia cinética T del sistema S es descompondra (per definicié d’energia
cinética d’un sistema) en dues parts, 'energia cinética T del solid K i’energia
cinética T” de les particules restants.

La funci6 potencial V' sobre la varietat M de posicions del sistema,

Vigi...q) = ZV(mi,pi(ql ), (10.12)

es descompondra també en Vi i V', on Vi és la suma dels k primers termes
del sumatori (10.12), i V' la suma dels termes restants. Tindrem

LZ(TK—VK)—I—(T/—V/):LK—FL/,

OHLK:TKvaiL/:Tlfvl.

Tot seguit direm com es calcula L. L’apartat anterior ens diu com calcular
Tk. El segiient teorema ens dira com es pot calcular Vix en alguns casos
importants.

Teorema 10.3 Suposem que la funcié potencial V(m,xz,y, z) és de la forma
®(ma, my,mz), on ® és una funcié lineal sobre R3. Si C és el centre de masses
de Py ... Py, i u la massa total del cos K, llavors

VK(ql . ~-QT) = V(M’G(Q1 .- ~q7‘)) :

DEMOSTRACIO.

Vi = Zf:1 V(mi,pi(qr---qr)) = > ®(mipi(q1 - ¢r)) =
— (S mip) = B(uC) = V(. C)

Aixo prova el teorema. i

Aquest raonament es pot extrapolar al cas en qué K sigui un cos continu.

Aquest teorema, encara que sigui bastant restrictiu, val quan el sistema
evoluciona sota l'accio de la gravetat, ja que V(m,z,y, z) = mgz compleix les
hipotesis, amb ®(z,y,2) = gz.

Donem un exemple de calcul de la funci6 de Lagrange d’un sistema en el
qual intervinguin cossos solids.

Exemple. Suposem un triangle rectangle solid, homogeni, de massa M, que
pot lliscar lliurement per un dels seus catets sobre l’eix de les x. Sobre la
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Figura 10.1

hipotenusa s’hi colloca una roda homogénia de massa m i radi R. Sota l'accid
de la gravetat, la roda cau pendent avall i, al mateix temps, impulsa el triangle
cap endarrera. Estudieu-ne el moviment.

Anomenem A, B, C els vértexs del triangle. Suposem que C' és el vértex que
correspon a ’angle recte. Suposem que el catet que estd en contacte amb 'eix
de les = és C'B. Sigui a la seva longitud. Sigui b la longitud de 'altre catet.
Sigui = 'abscissa del punt C. Colloquem la roda al capdamunt del pendent, de
manera que AB sigui tangent a la roda en el punt A. AB sera perpendicular
al radi OA. Llavors marquem sobre la roda el radi OA. Quan la roda és
en qualsevol altra posicié, anomenem 6 'angle que forma el radi que passa
pel punt de tangéncia en aquell moment amb el radi que hem marcat abans.
Aquest angle el comptem en el sentit de les agulles del rellotge. Designem per
u la distancia entre A i el punt de tangéncia en aquell moment. La condicid
que la roda “rodi” s’escriu

U
0 = — modul 27 .
R
El sistema té dos graus de llibertat. Prenguem x,u com a coordenades.
L’energia cinética de la roda es descompondra en dues parts, energia cinética
del centre, que designarem per Tp, i energia cinética de rotacid, T;.ot. Recordem
que

1
Trot = 5 ZIkSQkQS, (10.13)
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essent ) la velocitat angular. Aqui, la velocitat angular de la roda sera sem-
pre perpendicular al pla del dibuix i tindra modul § = u/R. A R3, Q sera
(0,0,7/R). Aixo fa que (10.13) sigui, en aquest cas, I4?/2R?, on I és el mo-
ment d’inércia del disc respecte al centre. Es pot veure immediatament que
I =mR?/2. Per tant,
Trot = Zmiﬂ :

Ara calculem Tp. Un calcul elemental mostra que les coordenades del centre

del disc, O, vénen donades per

O = (z,b) + (ua + Rb,aR — ub) .

a® + b2

Per tant, la velocitat v del punt O sera

o = (£,0) + -b).

1
L’energia cinética T del punt O sera

2a .
Wux) .
Com que el triangle només es desplaga, no gira, la seva energia cinética sera

només la del seu centre de masses, %M #2. Resumint, l’energia cinética total
del sistema sera

1 . .
To = 5m(u2 + % +

2a .
—
Va2 +b?
L’energia potencial del sistema, pel teorema 10.3, sera la suma de ’energia

potencial del centre del triangle, mgb/3, més I'energia potencial del centre de
la bola, que és

1 1
¥) + gma® + 5 Mi?.

1

aR ub
Va2 +02 a? +b2) '

Ara bé, com que 'energia potencial V' queda determinada, llevat de cons-
tants additives, podem suprimir tots els termes constants de V. Tenim, doncs,

mg(b +

V—_ mgbu
Vaz+ b2’
Per tant,
3 . 1 . a .. mgb
L= "mi?+ =(m+ M)i® + ———1d + ———u.
4 2( ) VaZ + b2 Va2 + b2



Capitol 11

Llei de gravitacié universal
1 el problema dels dos cossos

1 Equacions de les coniques en polars

Per tal d’abordar ’anomenat problema dels dos cossos, primer hauriem de re-
passar algunes qiliestions geométriques que farem servir, referents a les coniques.
. 2 .
Considerem a R” D’ellipse

2 2
%J’%:l (a>0,b>0) (11.1)

i la hipérbola

$2 y2

Suposem a > b. Per tal de tractar conjuntament aquestes dues corbes, posarem

2 2

%—i—ai—?:l, (11.3)

on € podra valdre 1 o —1. Anomenarem focus de la conica (11.3) els dos punts

(—¢,0) i (¢,0), on ¢ = va? —eb?. Com que hem suposat a > b, ¢ sempre

és real. Anomenarem excentricitat de la conica (11.3) el nombre e = ¢/a =

V1 —¢(b/a)?. Remarquem que e < 1 en el cas de lellipse (e = 0 equival al fet
que la conica sigui una circumferéncia) i e > 1 en el cas de la hipérbola.

Considerem el focus (¢,0) de (11.3). En el cas de ellipse ens proposem

expressar (11.1) en coordenades polars referides a aquest focus. En el cas

¢ = —1, ens proposem expressar la branca de la hipérbola (de les dues que hi

171
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ha) més proxima al focus (c,0), és a dir, la de la dreta, en coordenades polars
referides a aquest focus. Per definicio de coordenades polars (7, ¢), tindrem

T —C=T7Ccosp
{ y=rsing. (11.4)

Substituint a (11.3) els valors de (z,y) obtinguts a (11.4), tindrem

r? cos? Y+ 2+ 2rccos @ n ETQ sin? 2

2 b2 1.
Aixo ho podem escriure
2 .2
. . )
r? (COZQSO—FebH;z(p) —i—r;ecosgo—&—(eQ—l):O. (11.5)

Aix0 és una equacié de segon grau en r, el discriminant de la qual és

4e? cos? ¢ sin? o
A = CL2c052g0—4(62—1)( e +e 72 ):

sin? ¢ 4

4 4
= —Scos’p—de(e? —1) b2 fﬁ(cos2cp+sin2go):¥.

a2
Aillant r de equacié (11.5), tindrem

2 2
——ecosgo:l: -

- a a (11.6)

cos? o sin? g\
2< o) +e L2 >

El denominador d’aquesta expressio, substituint sin? ¢ per 1 — cos? ¢, s’escriu
€
2b—2(1 —e?cos? ).
Per tant, (11.6) s’escriura

b%’c  —ecosp+1
ek (11.7)
a 1—e2cos?

Una vegada arribats aqui, estudiem per separat els casos de ’ellipse i la
hipérbola. En el primer cas, ¢ = 1, e < 1, 1 — €2 cos? p > 0, i dels dos signes
que afecten 1’1 a l'expressio (11.7) no podem triar el negatiu ja que llavors r
seria negatiu. Per tant, ’equaci6 de ’el'lipse, en polars, sera
_b2 1—ecosyp b2 1—ecosyp

T 1—€2coslye a (I—ecosp)(l+ecosy)
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Es a dir,
b? 1
r=-—-.--—-—-, (11'8)
a l4+ecosyp
En el cas de la hipérbola, ¢ = —1. Com que ens interessa la branca de la

dreta, ¢ = m/2 ha de donar un punt d’aquesta branca. Per tant, dels dos signes
que afecten 1’1, a (11.7), haurem de triar el negatiu. Tindrem, doncs,

o1 b? 1
po ., _2tcsy L (11.9)
a 1—e€2cos2¢p a 1—ecosyp
equacié que podem escriure
b? 1
r=— —. (11.10)
a 1+ecos(p—m)
Finalment, considerem la parabola
r+ay? =0, a>0. (11.11)

Anomenem focus d’aquesta conica el punt (—1/4a,0). Un calcul analeg al
que hem fet abans mostra que ’equacio (11.11), en coordenades polars d’origen
el focus, és

1 1

= . (11.12)
2a 14 cosp

Ara estem en condicions de demostrar el resultat segiient:

Teorema 11.1 Sigui P un punt de R? i s una semirecta d’origen P. Prenguem
coordenades polars (r, ) d’origen P, on ¢ representa ’angle, comptat des de
la semirecta s en sentit contrari al de les agulles del rellotge. L’equaci6

p

"= 1+ ecos(p —w) ’

(11.13)
on p, e i w sé6n nombres reals tals que p > 0, e > 0, és ’'equacié d’una ellipse
si e < 1, d’una parabola si e = 1 i d’'una hipérbola si e > 1. En tots aquests
casos P és el focus de la conica respectiva.

DEMOSTRACIO.  Anomenem « l'angle entre l'eix de les z i la semirecta s.
L’equaci6 de lellipse en les coordenades (r, ) sera (11.8), perod posant-hi ¢+«
en lloc de ¢, és a dir,

b 1
r——r
a l+4ecos(p+a)’
que és de la forma (11.13) amb p = b?/a, w = —«a. La demostracio6 en el cas de

la hipérbola i la parabola és similar. |
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Figura 11.1

2 Llei de gravitacié universal

Kepler, observant els moviments aparents dels planetes a la volta celest, havia
formulat les seves conegudes lleis que descriuen els moviments reals d’aquests
astres entorn del Sol. Newton va saber, pero, partint d’aquelles lleis, obtenir-ne
una altra de més general i molt més senzilla que explicava els moviments de
planetes i satéllits en el sistema solar. Aquesta llei, que nosaltres acceptarem
com a axioma, pot formular-se de la manera segiient.

Siguin P; i P, dues particules de masses respectives mj i mg, que es mouen
lliurement a R®. Pera4,j =1,2, i # j, P; exerceix sobre P; la forga

5 Kmim;(pi — pj)
Y 19; — 051

, (11.14)

on K és una constant denominada de gravitacié universal i p; indica el vector
posici6 de la particula P;. Per a qualsevol parell de particules Py, Ps, val (11.14)
amb la mateixa constant K.

3 El problema dels dos cossos

L’anomenat problema dels dos cossos es pot enunciar aixi: tenim a R® dues
particules, P, i P», que es poden moure lliurement i sobre les quals només actua
la forga d’atraccié que cada una d’elles exerceix sobre l'altra d’acord amb la
llei de gravitaci6 de l'apartat anterior. Es vol estudiar el moviment d’aquest
sistema.

Com que els dos punts es poden moure lliurement a R?, el sistema té sis
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graus de llibertat. Sigui
mip1 + maopa
mi + meo
el centre de masses del sistema. De ’expressié anterior es dedueix

- N mi N i
= _ — . 11.15
p2 =17+ p— (P2 — P1) ( )

F:

Prenguem com a coordenades generalitzades les coordenades (X1, X2, X3) del

centre de masses 7 respecte a uns eixos rectangulars fixos, i les coordenades

(x',22,2%) de Py — Py referides als mateixos eixos. Les coordenades de ph

seran, en virtut de (11.15),
<Xi + mlx) . (11.16)
mi + mo
De manera analoga, les coordenades de p| seran
<Xi - mQx) . (11.17)
mi + mo

L’energia cinética T del sistema sera

2 2

1 . mo » 1 .. mi »

T == G ) 'L - Xt At Y )
2m1Z( m1—|—m2x> +2m22< +m1+m2x)

(11.18)
1( n )Z(X,)2+1 mimsa 2(1)2
=—(mi+m - T*)°.
2 ! 2 2 mi + mo
Segons la llei de Newton, la forca F51 que exerceix P, sobre P; és
= Km1m2
F21 =~ 7= =3 52 _171 .
7o — P 2~
Es a dir,
— K
F21 = mlﬁm 3($1,z2,x3). (1119)
(V2(@)?)
Analogament, la forca ﬁ12 que P; exerceix sobre P, és 1312 = —ﬁzl. Tenint en

compte (11.16), (11.17) i (11.19), veiem que
pte ( ) ( : q

o D i D K i

leapi +F126pz = T 3
Oz Ox (VS (@)?)

= Op1 | = Opa

F218X1' +F128Xi 0
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Veiem, doncs, que si prenem la funcio

—Kmims

> ()2

V(xt, 2? 23) = (11.20)

es compleix

W O s 0B
ori — Y dai 2 o
8V A 3]71 = aﬁ2

“oxi gy P gy

Segons el que hem vist a apartat 6 del capitol 8, V és la funcié potencial del
sistema. La funcié L de Lagrange sera, doncs,

1 . 1 mimso . Km1m2
L=- X2 4o —= [ 11.21
5 (m tma) 3 (X 2my +mo 2@+ > ()2 (-2

Les equacions de Lagrange del sistema sén, doncs,

Xi=0
11.22
mimsz .., _ _3V ( )
mi+me Ozt

D’aqui deduim, en primer lloc, que el centre de masses (X', X2, X?3) es desplaca
amb moviment rectilini uniform (o bé esta en repos). En segon lloc, el moviment
de P; relatiu a P; és el mateix que si P; estigués fix a I'origen de coordenades
i Py es mogués sota 'accié d’un camp de forces derivat del potencial

—K(m1 + MQ)mQ
2. (xh)?

Per tant, ara estudiarem el problema segiient: moviment d’una particula, a R3,
de massa mg, sota l’acci6 d'un camp de forces derivat del potencial (11.23).

Obviament, aquest problema és simétric respecte a rotacions entorn de qual-
sevol eix que passi per l'origen de coordenades. Aixo implica (vegeu capitol 9)
que el moment de la quantitat de moviment respecte a ’origen de coordenades
es manté constant al llarg del temps. Sip és el vector posici6 de la particula
i P ésla quantitat de moviment, el vector M= oA P es manté constant. M
i p son perpendiculars. Aixo ens diu que p sempre es manté perpendicular a
M , que és un vector fix de R>. Per tant, la trajectoria de la particula esta
continguda en un pla.

V' (mg, 2!, 2%, 2%) = (11.23)
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Per tal d’estudiar el moviment, situem-nos en aquest pla i prenguem coor-
denades polars (r,¢). L’energia cinética de la particula sera

1
T = §m2(7'°2+r2gb2).

La funci6 potencial és
K
V—_ (mq + ma)me .
r

Les equacions de Lagrange seran

d
(%) =0
dt (11.24)
; o K(mi+my)
F=rgt— —————.
r
Integrant la primera, tenim
r?p=h, (11.25)

on h és una constant. Aix0 es coneix com la llei de les arees, de Kepler. Si
h =0, ¢ =01ila trajectoria és una recta. Suposem d’ara endavant que h # 0.
Si volem l’equaci6 de la trajectoria, podem substituir, a la segona equaci6é de
(11.24), d/dt per (h/r?)d/dp, deduida de (11.25). Fent aixo, tenim

)

h d(h dr)_h2 K(mq + mo)

Pdp\rdy) T @E T 2

que és l'equaci6 diferencial que ens donara r en funcié de . Per simplificar,

posem u = 1/r. Ens quedara

d?u K(Wh +m2)
Ftis (11.26)

que és lineal amb coeficients constants. La solucié general ve donada per

K
u= W(l—l—ecos(g@—w))7

on e i w sén constants d’integracié. Podem suposar e > 0 a condici6é de modi-
ficar, si cal, w. D’aqui obtenim

h? 1
K(my+ms) 1+ecos(p—w)’

(11.27)
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En virtut del teorema 11.1, aix0 és I’equacio, en polars, d’'una conica, un focus
de la qual es pren com a origen. La conica sera una ellipse, parabola o hipérbola
segons que e < 1, e = 1, 6 bé e > 1. Les constants d’integracié h, e i w que
apareixen a (11.27) es poden calcular totes a partir de la posici6 inicial i de la
velocitat inicial de la particula.

En el cas que la trajectoria sigui elliptica, calcularem el periode de la tra-
jectoria, és a dir, el temps que s’inverteix a fer una volta sencera.

Sigui O lorigen de coordenades, és a dir, un focus de l’ellipse. Sigui P la
particula que descriu lellipse. Fixat un origen de temps, ¢(, designem per A(t)
I’area d’ellipse compresa entre els segments OP(to) i OP(t). Es clar que

dA 1 ,. h
= rte=1. (11.28)

Anomenem 7T el periode de la trajectoria. Sigui ¢y tal que t; —ty = 7. Integrant
(11.28) entre tg i t1, tindrem

wab = gT. (11.29)

Comparant (11.8) amb (11.27), tenim

b? h?

a K(mi+ms)’
d’on

b K(m1 + mg)

h = 11.30
T (11.30)
Substituint a (11.29), tenim
2mab 2ma’
L e . (11.31)
h K(m1 + ’ITLQ)
Aix0 és la tercera llei de Kepler. Tal com la va enunciar ell,
3 K
@’ _ Klmi+m,) (11.32)

ER T

o sigui, a®/T? només depén de les masses.
Encara no hem determinat, pero, r i ¢ en funcié del temps, per tal de saber
en cada instant on es troba la particula. Per fer aix0, podriem procedir de la
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manera segiient. L’energia F = T 4V s’ha de mantenir constant al llarg de les
trajectories. Aquesta energia és

1 K
B = gmai? +r7¢7) - K(mi + ma)ma (11.33)
r
Ara bé, com que r%p = h, I’equaci6 anterior s’escriu
1 1 h K
E = —moi® + —mg— — K(m +ma)ms ) (11.34)

2 2 2 T

La constant E es pot calcular explicitament en funcié de les caracteristiques
de D’orbita. Suposem, per fixar les idees, que l'orbita és elliptica. Quan la
particula és el més prop possible de 'origen (que és un focus de lellipse), 7 = 0
(per definicié de “més prop possible”). Llavors r = a — ¢ = a(l — e). En aquell
instant, F valdra, segons (11.34),

2 mi + mo
E= m2(3a2(1h— )2 K(a(l je) ))

Substituint & pel valor que hem trobat abans a (11.30), tenint en compte que
b= av1 — €2, i operant, tenim
K(m1 —+ mz)mg

2a '

E=-—

Substituint aquesta constant a (11.34), tenim ’equacié diferencial

ﬁ N a(l —e?)K(my +ms) _ K(mi+ms)  K(my+mo)

2 272 r 2a

Si per p designem K (mq 4+ ms), equaci6é anterior es pot escriure

. 20 p a(l—e?)
F=A s

r a r

Les solucions d’aquesta equaci6 diferencial ens donaran r en funcio de t (i, per
tant, ¢ en funci6 de t). L’equaci6 anterior es pot escriure, multiplicant per r,

T = \/Qur _ B2 a(l—e?)u.
a
Fent el canvi de variables

r=a(l —ecosa) (11.35)
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Figura 11.2

(després explicarem el significat geomeétric d’aquest canvi), tindrem

a?(1 —ecosa)esinad = /uay/2(1 —ecosa) — (1 —ecosa)? — (1 — €2)
= (operant) = ,/paesin .
Aquesta equaci6 es pot escriure

(1 —ecosa)i = %.

Recordem que en virtut de (11.32), \/u/a® = 27/T. La solucié de I'equacio
anterior és

2w

T

L’equaci6 (11.36) dona « en funcié de ¢, i, per (11.35), s’obté r en funci6 de t.
L’equaci6 (11.36), que va ser obtinguda per Kepler per altres procediments, es
coneix com a “equacié de Kepler”. No es pot, de manera explicita, aillar o en
funci6 de t. Aquesta va ser la primera equaci6 transcendent de la historia de
la ciéncia.

Expliquem, ara, la significaci6 geométrica del canvi de variables (11.35)
(vegeu la figura 11.2). Sigui O lorigen de coordenades (un focus de Uellipse).
Sigui P la particula que es troba sobre I’ellipse. Sigui s 1’eix major d’aquesta
ellipse, 1 O’ el seu centre. Tracem per O’ una circumferéncia de radi a/2, on a
és la longitud de I’eix major. Projectem P sobre la circumferéncia en la direccid
perpendicular a s. Sigui P’ aquesta projeccio. Segons les notacions que hem

a—esina=—(t—tg). (11.36)
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utilitzat fins ara, I’angle de PO amb s és ¢, i la longitud de PO és r. Doncs
bé, a és 'angle de P’O’ amb s. En efecte,
r2=0Q +QP = (0Q-c)’+QP .

Pero b b
QP =-P'Q = ~asina.
a a

Resumint,
r? = (acosa — ¢)? + b?sin o

Operant, s’obté (11.35).
L’angle ¢, en mecanica celest, s’anomena anomalia vertadera, mentre que
I’angle « s’anomena anomalia excéntrica. Abans, hem vist que

0Q = rcosp=acosa—c=a(cosa—e)

QP = rsing =bsina.

Substituint 7 pel seu valor donat a (11.35), s’obté

cosa — e
cos = —
g 1—ecos« (1137)
. sin av/1 — €2
sing = ——m—
1—ecosa

que ens dona ¢ en funcié de a. Com que tenim « en funci6 del temps, tindrem
@ en funci6 del temps.

Com que no es pot aillar explicitament o en funcié de ¢, a 'equacié de
Kepler (11.36), s’utilitzen desenvolupaments en série. Una expressioé tutil, que
no podem demostrar aqui, és la segilient:

a(t) = M(t) + esin M (t) + e;Sin 2M (t)+
+%3(3 sin3M (t) —sin M (1)) + %(2 sindM(t) —sin2M(t)) + ... ,

on M (t) designa l'expressié (27/7)(t—to). Per a excentricitats petites, agafant
els primers termes, s’obté una bona aproximacio de «(t).






Capitol 12

Mecanica dels medis continus

1 Una férmula de derivacié d’integrals que de-
penen d’un parametre

Sigui U un obert de R3, I un interval obert de R de la forma I = (—¢,¢), i ¢
una aplicacio diferenciable p:U x I — R3. Per a cada t € I designem per ¢,
I’aplicacié

u — R’

T — p(z,t).

Suposem que ¢ és tal que per a cada t € I y; és un difeomorfisme de U
sobre ¢(U) i que ¢g és la identitat. (Tot aixd es complira, per exemple, si
¢ és un grup uniparameétric local de transformacions, perd nosaltres, aqui, ens
situem en unes hipotesis una mica més generals.) Designem per ¥ el camp
vectorial sobre U donat en cada « € U pel vector tangent a la corba t — ¢ ()
en el punt t = 0.

Proposicié 12.1 Sigui V un obert contingut a U, i F(x,t) una funcié dife-
renciable definida a V' x I. Es compleix

d / / oF . R
— F(z, t)dx = — 4+ div(Fv dx ,
ldt o (V) ( ) L—o v ( 3t ( ))t:O

on dz indica I'element de volum de R?, dz = dx' A dz? A da®.

DEMOSTRACIO. Com que g = id, ¢4 conserva 'orientacié canonica de R?
per a tot ¢t. Tindrem

/%(V) F(z,t)dx = /v(p: (F(x,t)dz) .

183
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Perd ¢ (F(xz,t)dx) = F(pi(z),t) ¢} (dz) = F(p¢(2),t) Jy(z)dz, on Jy(x) indica
el jacobia de la transformacié ¢;. Tindrem

[i /@,,(V)F(x’t)dm] = {(Z/‘/F(%(m),t)aft(x)dx} .

N /v (%F(‘Pt(“f)’t) Jt(x)) de.

t=0

t=0

Tenint en compte que ¢ = id i que Jy(z) = 1, tindrem

d OF (z,0) oF dJi(x)

—F t = —' — F .
(dt th(w)’ )Jt(x))tzo - ori + ( ot >t:0 * (x,O)( dt )t:O
Calculem ara (%}Ez)) . Per la regla de derivacié de determinants, tindrem

t=0
ovt ovt ovt
il 1 1 7
0, (x) 8:10; 00 8x§ 0 0 8:0;'
(T _ | ov v v
ov? o’ ov3
Eas) 0 1 0 922 1 00 928
= gil =divd
Tindrem, doncs,
d OF(z,0) , oF o'
(%F(%(x)’t) Jt(m)>t:0 B dri + (E)t:() + F(z,0) ox’
OF . .
= (G +av (),

Aixo prova la proposicio. i

2 Equaci6 de continuitat d’un medi continu

Suposem que tenim un medi continu —un fluid, per exemple— en moviment, en
una regi6 U de R®. Suposem que el moviment del medi és tal que existeix una
aplicacié diferenciable ¢: U x I — R? que compleix les condicions de 'apartat
1, de manera que la particula del medi que a 'instant t = 0 ocupava la posicié
x, a l'instant ¢ ocupa la posicid p¢(z). Suposarem, a més, que existeix una
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funcio6 diferenciable p(z,t) definida a U x I tal que la massa m(V,to) del medi
contingut en una regié mesurable V' C U, a 'instant ¢, ve donada per

m(V,tO):/Vp(as,to)dx.

La funci6 © — p(x,tg) s’anomena densitat del medi a l'instant ¢y5. Fixem
xo € U. Sigui Vj la bola de centre xg i radi §. Quan § és petit, Vs C U. Ara
veurem que

. m(Vs,to)
to) = lim 22270/
plao,to) = lim = T5

la qual cosa ens donara una interpretacio fisica de p(xg,to). En efecte,

Tm_ﬁ(azo,to) = %/\/ p(z,to)dx — p(zo,t0)| =
= m/‘/ (P(mo,to)+p(x,to)—P(xo,to))da;—p(g;o’to) -
- m/\/ (p(x,t0) — plxo, to))dx| < Ms,

on M; és el maxim de |p(x,to) — p(xo, to)| sobre V5, que tendeix a 0 quan § — 0.

Teorema 12.2 (Equacié de continuitat) Si @ és el camp de velocitats en un
instant t (que podem suposar que és I'instant t = 0), es compleix

dp

— +div(pt) =0.

ot (pV)

DEMOSTRACIO. Sigui V' una regié de U. Les particules del medi que a
Pinstant ¢ = 0 ocupaven la regioé V de U, a 'instant ¢ ocuparan la regié ¢;(V).
Aquesta massa no canvia amb el temps (son les mateixes particules!). Tindrem,

doncs,
i)
— p(x, t)dx] =0.
[dt pe(V)

t=0
En virtut de la proposicié 12.1 de ’apartat anterior, tindrem

ap P B
/V (a + d1v(pv)>t:0dx =0.

Com que aix0 ha de complir-se per a qualsevol regié V de U, tindrem

(% + div(pU)) =0. 1
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3 Quantitat de moviment d’una regié V. Forga
que actua sobre V

La quantitat de moviment del medi contingut en un instant ¢ a la regi6 V' de
R? es defineix com el vector

—

BV,t) — /V pla, )5 (e, t)da

on ¥(x,t) és el camp de velocitats de les particules a U'instant ¢. Les particules
del medi que a 'instant ¢ = 0 ocupaven una regié V', en cada instant ¢ ocuparan
la regi6 (V). La quantitat de moviment d’aquestes particules (que seran
sempre les mateixes) a l'instant ¢ sera ﬁ((pt(V), t). Es diu que el medi contingut
a V a linstant ¢t = 0 esta subjecte (en aquest instant) a la forca

Fv) = [ 5P

dt =0

Aix0 és la definicio de forga que actua sobre el medi a l'instant inicial.
(Conseqiientment, tenim definida la forga en qualsevol instant de temps, ja que
qualsevol instant pot considerar-se I'instant inicial.)

Proposicié 12.3 Es compleix

ﬁ(V)zAp(x,O)(ﬁ)t_odx.

DEMOSTRACIO.

Fv) = [;tﬁ(tpt(‘/),t)}to _ [jt / N p(a:,t)ﬁ(a:,t)dm]

Prenguem una component qualsevol d’aquest vector. Tindrem

t=0

Fi(V) = [Z/ p(a:,t)vi(x,t)dx] = (per la proposicié 12.1)
ee(V) t=0 (12.1)
_ d(pv*) . i
= /V ( 5 + div(pv v))tzodas.
Ara bé,
. . A(vipvd oW
div(pv*?) = Z % = Z @plﬂ + v div(pv) =
J J
o' . 0p

= (per '’equaci6 de continuitat) = —pv) — v .
(per l'eq ) j 507" T



12.4. Forces exteriors i forces de lligadura. Principi de Cauchy 187

D’altra banda,
pv') Op ; OV
ot o’ o

Per tant, el terme sota el signe integral de (12.1) és

(W+ (%idij) — oL ii(a,t)
Pt - Powidt )imo |Par’ ™

i la proposicié queda demostrada. |

t=0

4 Forces exteriors i forces de lligadura. Principi
de Cauchy

Suposarem que el medi continu evoluciona sota l’accié d’un camp conegut de
forces exteriors de manera que la forga exterior Foyt(V,t) que actua sobre una
regi6 V' del medi en un instant ¢ ve donada per

ﬁext(vat) = /‘/f(xvy)dx7

— —

on se suposa que f(x,t) depén diferenciablement de x i t. El vector f(x,t)
s’anomena densitat de forga exterior a I'instant ¢. Tal com hem fet a I’apartat 2,
fixat ¢ € U, si anomenem Vj la bola de centre xg i radi §, es té

Py 1 ﬁext(%vto)
fo, to) = lim = 177

Aixo dona una interpretacio fisica del vector densitat de forca exterior.
L’experiéncia ens diu que, generalment, el moviment ¢;(V') del medi que a
Iinstant inicial ocupava la regié V' no compleix

—

Fext (@t(v)7t> = %73(%(‘/),15) :

S’anomena forca interna que actua sobre la regi6 (V) a linstant ¢ la
diferéncia

%ﬁ(%(v)’t) — Fext (‘Pt(V), t) :

Si designem per _;nt (got(V), t) aquesta forga, tindrem

%ﬁ(@t(V),t) = ﬁ((pt(V),t) = F‘jm (‘Pt(v)»t) + F_:ext (‘/’t(v)vt) , (12.2)
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on ﬁ((pt(V), t) indica la forca total que actua sobre (V) a l'instant ¢, definida
a l'apartat 3 com a variaci6 de la quantitat de moviment.

La forca interna o de lligadura que actua sobre una regié V' en un instant de
temps és la forca que la resta del medi exerceix sobre V. Si la regi6 V estigués
aillada completament, de tal manera que fora de V no hi hagués medi (si V'
fos per exemple una gota d’aigua en el buit), llavors la for¢a interna que actua
sobre V' seria nulla.

La intuici6 ens diu que la forca interna s’exerceix sobre V' a través de la
vora de V', dV. Aix0 ho expressarem matematicament en el segiient principi
degut a Cauchy.

Principi de Cauchy. Designem per S2 el conjunt de vectors unitaris de R>.
Existeix una aplicacié diferenciable

UxS2x] — R3?
(z,1,1) — T(x,1,t)

tal que per a tota regio V' C U de vora diferenciable i també per a tot tetraedre
V C U (malgrat que la vora d’'un tetraedre no és diferenciable), la forga de
lligadura Fj, ) (V,t) ve donada per

ﬁint(vv t) = / f(x,fi(x)j)ds,
v

on, per a cada x € JV, 7i(x) indica el vector normal unitari exterior a 9V, i

ds Velement d’area de 9V. Quan V és un tetraedre, encara que 7(z) no esta

definit sobre les arestes, la integral anterior té sentit. Se suposa, a més, que T

compleix la condicio segiient: T'(x, i, t) = —T'(x, ,1).

Fixat un punt 2 € U i una direccié @ € S?, sigui s un petit entorn de x
en un pla que passi per x i tingui 4 com a vector normal. T'(z,,t) indica,
intuitivament, la forga interna que exerceix a través de s (quan s és petit) la
part del fluid del costat del pla cap a on el vector 4 apunta, sobre la part del fluid
situada a laltre costat del pla. Per tant, la condicio T'(z, 4, t) = =T (x, 4, t) és
del tot intuitiva.

El vector f(x,ﬁ, t) donat pel principi de Cauchy (que de moment només
esta definit per als @ € S?) es pot estendre a tots els vectors @ de R mitjancant
la definici6 segiient:
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El segiient teorema degut a Cauchy és essencial per a la utilitzacié de T.
Teorema 12.4 (Teorema de Cauchy) f(:m i,t) depén linealment de .
Per tal de demostrar el teorema necessitem préviament el lema segiient:

Lema 12.5 Fixat xg € U, sigui Vs, un tetraedre que contingui xy i contingut
a la bola B(xg, kd) de centre xq i radi kd, on k és una constant positiva donada.

Sigui I(§) = {/vol(Vs). Es compleix

. _9 - o
gg%l(é) /\/5 T (z,7(z),t)ds =0.

(El lema val per a regions molt més generals que tetraedres.)

DEMOSTRACIO. Si ¥ indica el camp de velocitats del medi a l'instant ¢,
comencem provant que

lim 1(5)72/ p(x,t)d—vdos =0.

§—0

En efecte,

| p da:|| < vol(Vs). Maxim sobre B(xg, kd) de ||pd—H

Recordem que vol(Vs) = [(§)3. Llavors
di
1) [ oS el < K169),
v, dt
on K és una certa constant positiva. El mateix argument demostra que

lim 1(5)” /Véi fde = 0.

Ara bé, com que per definicio de forca interna es compleix

F(Vs,t) = p‘;it’dx = fla, t)dx +/ T(x,7i(x), t)ds
; " )

Fext(Vét) Fint(Vt% t)
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33

%o

Figura 12.1

el lema queda demostrat. |

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA. Fixem xq € U, @ € S? ity € I. Suposem,
de moment, que % no és parallel a cap dels plans de coordenades. Es a dir,
i = (ut,u?,u?), amb u’ # 0 per a tot i. Designem per V; el tetraedre que té
per vértexs zo = (2, 23, 23), (vh+5/ut, 23, 23), (xd, 22 + 6 /u?, 23), (v, 2, v +
d/u?) . La cara d’aquest tetraedre no parallela a cap dels plans de coordenades
té per equacio ul(z! —xd) +u?(2? —23) +u (23 —23) = &, que té @ com a vector
normal exterior. Designem per Cz(d) aquesta cara. Si suposem, per fixar les
idees, que u' > 0, u2 > 0, u® > 0, els vectors normals unitaris exteriors a les
altres cares seran —ej, —eg, —e3 (on eq, g, e3 indica la base canonica de RS).
Anomenem C_¢,(0), i = 1,2,3, aquestes cares. Prenguem ¢ prou petit perqué
Vs C U. Tindrem

/ T(m,ﬁ(:z:),to)ds = / T(a:,ﬁ, to)der
Vs

Cu(9)

3 (12.3)
+Z/ T(m,fei,to)ds.
i—1 7/ C=¢;(9)
Per a cada = € C,(0) posem
T(LL', 1, to) = T(:L‘o, i, t()) + (T((E, i, t()) — T({E(), i, to)) . (124)

Analogament, per a € C_,, () posem

T(ZL’, —€;, to) = T(.’Eo, —€4, to) + (T((E, —€i,t0) - T(.’Eo, —€4, to)) . (125)
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Si designem per Q,(9) 'area de la cara C,,(9) i per Q_,(d) V'area de C_.,(9),
es tindra
Q_e,(8) = u'Qz(9).

Tenint en compte aixo i substituint a (12.3) les expressions (12.4) i (12.5),
tindrem

faW T(z,7i(x),to)ds = (12.6)
= T(w0, @, t0) 2 (8) + S0_, wT (0, —€i, t0) 2 (d) + - .., '
on els punts suspensius indiquen els termes provinents de les diferéncies T'(z, . . .)
—T'(zg,...) de (12.4) i (12.5). Els termes corresponents als punts suspensius
seran doncs de l'ordre [(6)3, on [(§)? indica el volum de V. (Aixo vol dir que,
dividits per ()2, tendeixen a zero quan ¢ — 0.) Per tant, multiplicant (12.6)
per [(§)~2 i fent tendir § a zero, tindrem

—

hmg_ml(é)_z/ T(x,ﬁ(x),to)ds = (T(J:o,a', to)+
‘ ovs 2 (6) (12.7)
+ZU T($0,6i7t0)) }IE)I%) l(5)2 .

Ara bé, Q,(8) = 62/(2utu?u?) i 1(§) = 6/V6ulu?ud. Per tant, Q,(3)/1(5)? no
depén de § i el limit lims_.q 2, (5)/1(6)? és no nul. Ara bé, en virtut del lema,

. _9 _ _
gg%l(é) /6V5 T(x,7i(z),t0)ds = 0.

Per tant, de (12.7) deduim
T(zo,ﬁ, to) — ZuiT(zo,G;,to) =0. (128)

Fins ara hem estudiat el cas u’ > 0 per a tot 7. Els altres casos corresponents
a u’ # 0 per a tot i es resolen de manera similar. En el cas que algun dels u’
sigui nul, se segueix també (12.8) per continuitat. Aixo prova el teorema. I

Recordem que si F és un espai vectorial de dimensi6 finita, 'espai L(F, E)
d’aplicacions lineals de E' en FE s’identifica de manera canonica amb E* ® F.
Aixi doncs, Daplicacié lineal (en virtut del teorema) @ — T'(x,,t) déna un
tensor una vegada covariant i una vegada contravariant. Per a cada t € [
tenim d’aquesta manera un camp tensorial (1,1) sobre U que s’anomena tensor
de les tensions.
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5 Equacions del moviment

L’equacio (12.2) del moviment ¢:(V') de V s’escriu, a l'instant ¢t = 0,

/V ('ﬁf) L= /BV T (w, i(x),0)ds + /V fla,0)dz. (12.9)

Com que T'(z, @,t) depén linealment de @, es tindra T7 (x, @, 1) = 3. T (2, t).
Per a cada j = 1,2, 3, anomenem Y7 el vector de R® donat per

Vi (@,t) = (T{ (2,0, T (2,0), T (2,1)) .

Observem que TV (z,4,t) = S u'T! (z,t) = g(a, ?j(x,t)), on ¢ és el producte
escalar euclidia de R®. La j-éssima component del primer terme del segon
membre de (12.9) sera, doncs,

/ T (z,ii(x), )ds = / g9(7(z), Yi(z, 0))ds = (pel teorema de
v ov

.y aT! (x,0)
la divergéncia) = [ divY7(z,0)dz = R ) da
a divergéncia) /V ivY’(z,0)dx /V<§k: Sk ) x

Considerem I'isomorfisme #: T,,(R?*)* — T, (R*) donat per la métrica eucli-
diana. Aquest isomorfisme ens permet identificar els tensors covariants amb els
contravariants. El tensor T' de components (77}) s’identifica amb el tensor dues
vegades contravariant de components (7%7) donades per T% = ¢"*T] = T/ (ja
que gi; = 6;;). Tenint en compte la definici6 de divergéncia d’un tensor que
hem donat al capitol 5, el vector que té com a j-éssima component

3 aT! (x,0)
- ozk

no és altre que divT'(x,0) (on aqui T significa un tensor dues vegades contra-
variant). L’equacié (12.9) s’escriura, doncs, en aquest llenguatge,

/V<pcg>t_0da:z/vd?vT(x,O)dx—F/vf(x,O)dx. (12.10)

Com que aix0 s’ha de complir per a tota regié V, es tindra

plx, 0)(%)t:0 = divT(z,0) + f(x,0).
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Com que l'instant inicial pot ser qualsevol, es tindra

—

d . .
p%’ = divT + f (12.11)

on T és el tensor de tensions. Aquesta és I'equacié de Cauchy del moviment.

Un fluid es diu perfecte si existeix una funcio p(z,t) tal que T(x,@,t) =
—p(z,t)d; és a dir, si les forces internes que actuen sobre cada regio V ho fan
nomeés en la direccié normal de OV en cada punt. (Es a dir, si no hi ha forces
tangencials.) La funcio p es diu pressio interna del fluid. En aquest cas, T
és el tensor dues vegades contravariant de components —p g* (en el nostre cas
g = §;;). Aixo ho expressarem aixi: T = —pg.

Escrivim ara ’equaci6 (12.11) en el cas d’un fluid perfecte. Prenguem la
i-essima component de pdv'/dt del primer membre de (12.11). Tenint en compte
que v* depén de z i de ¢, tindrem

dv’ o' ot

Pt~

(12.12)

D’altra banda, divT sera, en el cas d’un fluid perfecte, el vector de components
—0p/0x". L’equaci6 (12.11) s’escriura

o' ot dp ,
= L 12.13
pat“%:axk” ot (12.13)
0, d’'una manera més classica
ov e 0T 1 - =
— —— = —(—grad . 12.14
G+ S = i+ ) (1214

De cara a la seva interpretacio6 en relativitat, ens convé escriure ’equaci6 del
moviment d’una altra manera equivalent. Sumem i restem el terme (9p/0t)v’
al segon membre de (12.12). Tindrem

dv’ ot dp 3,0 yi
o T Pa Tat Tt T Zaxk
_ O(pv') 3p o
= 5 + Z Dk (per l'equaci6 de conti-
. a(p 7 i k
nuitat) = 5 Jr;@(pv v er; e
a(pv')

= o Tl )
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L’equaci6 (12.11) s’escriura, doncs,

d(pv)
ot

+div(pTi @7 —T) = f. (12.15)

En el cas d’un fluid perfecte, tindrem

Apt) - .
% +div(pT @ T+ pg) = f. (12.16)



Capitol 13

Electromagnetisme

1 Electrostatica

1.1 Camp eléctric

Es ben conegut des de molt antic que alguns cossos, com ’ambre, I’ebonita o
el vidre, en ser fregats amb un drap adquireixen la propietat d’atreure cossos
lleugers, com ara trossets de paper. Aquesta propietat de I'ambre va ser des-
coberta per Thales i ha donat nom a l’electricitat, ja que ambre, en grec, és
elektron.

Si es frega, per exemple, una barra d’ebonita amb un drap de llana i s’acosta,
després, a un péndol eléctric format per una petita bola de medulla de saiic
suspesa d’un fil de seda, veurem que la bola, primer, és atreta i, una vegada en
contacte amb la barra, repellida. Si s’acosta ara al péndol una barra de vidre
fregada amb un drap de llana, el péndol és atret. Es diu que la barra d’ebonita
esta electritzada i carregada negativament, mentre que la de vidre ho esta
positivament. L’experiéncia demostra que les substancies que en ser fregades
per un drap presenten propietats analogues a les descrites es divideixen en dues
classes, que s’anomenen positiva (tenen propietats analogues al vidre) i negativa
(substancies que tenen les mateixes propietats que ’ebonita). Dues substancies
de la mateixa classe es repelleixen i dues de classe contraria s’atreuen.

Considerem una barra de vidre, per exemple, fregada amb un drap. Acos-
tem-hi un cos puntual, electritzat, C7, a una distancia determinada d. Sigui
P el punt de I'espai on situem el cos C;. Mesurem la forca f; amb qué C; és
repellit per la barra de vidre (si és atret, canviem el signe de f1). Apartem el
cos (' i situem un altre cos electritzat Cy en el mateix punt P on es trobava
abans Ch. Sigui fo la forca amb qué Cy és repellit per la barra de vidre.
L’experiéncia demostra que fi i fo tenen la mateixa direccio, fi = Afo, amb A

195
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escalar. L’experiéncia també demostra que A no depén del punt P de ’espai on
situem successivament C; i Co per mesurar f; i fo (aquestes dues forces, pero,
si que depenen de P). Prenent un cos “positiu” arbitrari, Cy, com a unitat,
lescalar A tal que f; = Af2 s’anomena carrega eléctrica de Cj.

Coulomb va establir que la forga d’atracci6 o repulsio entre dos cossos pun-
tuals electritzats és directament proporcional a les seves carregues i inversament,
proporcional al quadrat de la distancia que els separa. La forga té, a més, la
direcci6 de la recta que uneix els dos cossos. Si un cos de carrega g esta situat
en un punt P de ’espai i un altre cos de carrega ¢’ esta situat a P’, la forga F
que exerceix el primer sobre el segon és, segons Coulomb,

—

/
F=11ly,
r

on7=P —Pir=|7.

La constant k és universal i depén, només, del medi on es realitza I’experi-
ment. Es poden definir les unitats de tal manera que k valgui 1 en el buit. Per
exemple, el coulomb estatic es defineix com la unitat de la carrega que exerceix
una forga d’una dina sobre una altra carrega igual situada a 1 centimetre de
distancia.

El camp eléctric E creat per una carrega g es defineix com la forga que
s’exerceix en cada punt, per la carrega ¢, sobre la unitat de carrega situada en
aquell punt. Es a dir,

E= T%F. (13.1)
(Hem pres les unitats de manera que k = 1.)
Tal com vam veure al capitol 7, es diu que E deriva d’un potencial V' si
existeix una funci6 V tal que E = —grad V. Suposem que la carrega ¢ esta
situada en un punt £ de ’espai. Llavors, obviament, la funcio

(13.2)

on r(x,£) és la distancia entre x i £, és la funcio potencial. Observem que V()
esta definida a tot arreu, llevat del punt z = &.

1.2 Camp eléctric i potencial creat per un cos continu

Les formules (13.1) i (13.2) fan referéncia al camp i potencial creats per una
carrega puntual. Suposem ara que tenim un cos K no puntual amb una distri-
buci6 de carregues eléctriques donada per una funcié densitat de carrega o, de
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manera que la carrega d’una regié D qualsevol d’aquest cos vingui donada per

on dx = dx' A dz? A dx® és element de volum. Aixo és similar al concepte de
densitat de massa descrit al capitol 12. Per analogia amb els cossos puntuals,
el camp eléctric E creat per aquest cos en un punt x de I’espai sera

l?(z)(/i»a(g)rf;éigdf, (13.3)

on r(z,§) = |7 — |-

Observem que la funcié sota el signe integral presenta una singularitat quan
xr = £ En primer lloc, per tant, ens haurfem d’assegurar que la integral
anterior és convergent. Les proposicions segiients estan encaminades a ’estudi
d’integrals d’aquest tipus.

Proposicié 13.1 Sigui 2 € R?, i B(x, p) la bola oberta de centre x i radi p.
Designem per r(z, ) la distancia euclidiana entre x i . Sigui A\ un nombre real

positiu. La integral
/ 5
1= ——
B(ap) T, 8)

és convergent quan A < 3 i divergent quan A > 3.

DEMOSTRACIO. Considerem z fix i £ variable. Fem el segiient canvi de
coordenades (pas a coordenades esfériques):

&' — 2! =rcosfcosy
€2 — 22 =rcosfsiny
& —a3 =rsind .

Tindrem dé = dé* A d€2 A d€3 = r? cosOdr A di A db.

Tindrem

det A de? A ded P b
I :/ f—é;\i = 27r/ r2_’\dr/ cos 0df =
B(z,p) T 0 -

s
2

P P
= 47r/ 2= = 47 lim 2= dr .
0

e—0 c

SiA#3esté
. 47
I=lim o —— (v

2-A+1

EQ—A—i—l) .
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SiA=3esté
I = lim 47 (log p — loge) .
e—0

Per tant, quan A > 3, com que aquests limits son infinits, la integral no és
convergent. Si A < 3 es té

I=

32"

Com a corollari de la proposicié podem veure que la integral (13.3) que
defineix el camp eléctric és convergent. En efecte, la i-éssima component del

vector F és ) )
xt =& 1

5@ = [ o© @8 @

La funcié F(z,&) = (2% — £)/r(x, ) esta acotada en valor absolut. Sigui p un
nombre real qualsevol. Tindrem

|E'(z)| < C ‘k2+c/ %2,
KNB(x,p) T(ZL’,f) KNeB(x,p) T(xag)

on C és una cota sobre la regio K de la funci6 o(§)F(z,€) i °B(x, p) indica el
complementari de la bola B(z, p). La primera integral és convergent en virtut
de la proposicié anterior i la segona esta acotada per (C/p?) vol (K) ja que
quan & ¢ B(x,p) es té

1 1
- <

r(@,€)? 7 p?
Per treballar amb més comoditat suposarem, d’ara endavant, que la funcid
densitat de carrega o esta definida a tot R?, és C i té suport compacte. Amb
aquestes hipotesis la formula (13.3) esdevindra

—

Ba) = [ o). (13.

ja que o s’anulla fora d’una certa regié compacta K de R? i tant se val, llavors,
prendre la integral sobre K com prendre-la sobre tot R?.
Amb aquestes hipotesis sobre o provarem la proposici6 segiient:

Proposicié 13.2 Sigui

_ a(§)
W@_AVM%O%' (13.5)
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La integral anterior és convergent, la funcié que defineix és derivable i les seves
derivades, OV /0x®, s’obtenen derivant sota el signe integral:

o~ o 2o () 6

DEMOSTRACIO. El fet que la integral de (13.5) sigui convergent és conseqiién-
cia immediata de la proposicié 13.1. Siguin ara K i K " dues boles compactes
tals que K’ C K 1 que K’ contingui el suport de o. Es té

e, [ o
V= [ fg%= [ g

Siz ¢ K, com que la funcio o(¢)/r(z,€) esta acotada quan £ € K’, no hi ha
cap dificultat a derivar sota el signe integral. Provem el teorema per als z € K.
Prenguem p tal que B(xz, p) C K i considerem

o o(©)
VP( ) B /KB(:v,p) T(l‘,f) dg

Tindrem V(z) = lim,_,¢ V,(z).

Calculem la derivada 0V,(x)/0xz®. Com que derivem una integral amb
domini variable (dependent de z), haurem d’aplicar la férmula de la proposi-
ci6 12.1 del capitol 12. Tindrem

U] (g o [

a(§)
- d @
/QB(:v,p) T’((E,f) 5

on d€, = i(a/axa)df restringit a la vora = n%ds, on 7l és el vector unitari
normal exterior a la vora. Com que o s’anulla a 0K, la integral |, o S anul-
lara. Per calcular la integral fBB(:c,p) posem & = pw, ds = p’dw, on dw és
I’element d’area de ’esfera unitat. Tindrem

a(§) X
dé., — "
/BB(I’P) r(z,§) ¢ p/wGSz o (pw)n® duw

integral que tendeix a zero quan p — 0. Per tant,

iy 2 [0 (L Y pigae [ £ o)

p—0 Oz or r(z,§) x (@& 7, §)?
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Anomenem F,(z) a aquesta tltima integral. La convergéncia de 9V, /0z® cap
a F, és uniforme ja que

£ -2 o®)
/BW) @) o™

av,

Fal) - Ox®

+ ’p/ a(pw)nadw‘ <
weS?

IN

M (Vol B(zx,p) + p) ,
on M és una constant. Aixo ens assegura que V' (x) és derivable i que

oV(x) . OVy(x)
Oz 711)1—% Oz = Fa(z). 1

Corollari 13.3 E = —grad' V. Per tant, la funcié V definida per (13.5) és la
funcié potencial del camp E.

Proposicié 13.4 9V /0x® és derivable respecte a x® i es té

G = oo (g o) o) [ s, 130

i Ia integral sobre R® que figura a la identitat anterior és convergent.

DEMOSTRACIO. Siguin K i K’ dues boles compactes tals que K’ contingui el
suport de o i K/ C K. Per la proposicié anterior es té
ov._ [ & - o9 -z o(§)

orn = J @& @™ T | rme) r@mer®

Six ¢ K les funcions sota el signe integral estan acotades i no hi ha cap
dificultat a derivar sota el signe integral. D’altra banda, si « ¢ K , com que
o(x) = 0, es complira obviament (13.6). Provem doncs aquesta identitat quan
z € K. Escrivim, per abreujar, F(z,£) = (€% —2®)/r(x, ). Sigui p un nombre
real positiu tal que B(z, p) C K. Posem

B Fle.o)
=] RS

—B(x,p) 7’(1’, 5)2

Calculem 01,/0z“. Com que derivem una integral en qué el domini i 'integrant
varien, aplicant la proposicié 12.1 del capitol 12 tindrem

al, :/K KB (F(w‘,ﬁ))a(g)df_ F(x’gla(f)dfa, (13.7)

3? —B(z,p) Oz T(I7£)2 OB(z,p) T(:Cag)
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on d, = n%d§, com a la proposicié anterior. Ara bé, aqui, a diferéncia de
la proposicié anterior, no és gens clar que la primera integral [ K—B(x,p) SigU
convergent quan p — 0, ja que en derivar 1/7? quedara una 73 al denominador.
Per veure si aquesta integral és convergent o no, n’haurem de fer un estudi més
profund. Tindrem

oI, o (F F .
gze ~ ) /K_B(x,p)axa(rz)df o(=) /aB(u,c,p)rzd€ *

o L (Z)e@-owyie- [ T(o() - o).

) 0 0B(z,p) T

Anomenem I, I, I3 i I, les quatre ultimes integrals amb el signe corresponent.
Com que

0 F(z,§) 0 F(x,9
Oz r(x,€) 96 r(x,)?

(recordeu la definicié de F(z,¢)), tindrem

0 F F
= —U(ZU) /K—B(a;,p) @(ﬁ)dg - _U(x) /BK ﬁdfa - U(x) /BB(x,p) ﬁdﬁa '

Aquesta ultima integral és —Is. Per tant,

Estudiem I3. Pel teorema del valor mig,
0(§) —o(x)| S LY€% — 2% < L'r(x,€).

Sigui G(z,€) = (0(&) — a(z))/r(z,€). G(z,§) estara acotada en valor absolut
sobre K i o(§) — o(z) = G(x,&)r(z,£). Com que

F B ga — o
2 (@83
tindrem
i(z) _ (xa*fa)2 7& _ F(Ivf)z 7i
oz 2/ 7 p(z,€)5 3 Tr(w,&)3 3
Per tant,
0o F 3F°G G
Oz (ﬁ)(a(ﬁ) B (x)) T2 T2
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Com que només hi ha un r2 al denominador, I3 és convergent quan p — 0.
Estudiem I4. Sobre 0B(x, p) es té
ga — @ ga — @
F(z,&) = =
r(z, ) p

Fem el canvi ¢ — 2 = pw. Tindrem

Iy =- /w€5'2 L;—j(a(ac + pw) — o(z))dE, -

Perd dé, = n®p?dw, i per tant I tendeix a zero quan p — 0. Calculem ara la
segona integral de la formula (13.7). Posem & = o 4 pw amb w = (£ — z)/p.
Recordem que sobre 0B(x, p) tenfem F(x,&) = (£€* — z%)/p = w* i que d€* =

wds.
/a Ma(g)dg = (W) o (x + pw)dw .

B(z,p) T(l’,f)z S2

Quan p tendeix a 0, aquesta integral tendeix a o(x) [q. (W®)*dw.

Mirem ara la formula (13.7). El primer membre, 01,/0z®, és convergent
quan p — 0. L’altima integral també ho és. Aixo fa que la primera integral
del segon membre sigui convergent quan p — 0. Prenent limits a (13.7), com
que les convergéncies son uniformes, s’obté (13.6). 1

Corollari 13.5 (Identitat de Poisson) Es compleix
AV = —4dno.

DEMOSTRACIO. Es té

i fa — o _ (ga _ l.oz)Q B 1
e (rm >3> =@y rwmer

Per tant,

Z 0 (& —x*\ 0
— 9z \ r(z,6)%)
Sumant respecte a « a (13.6), obtindrem

AV (z) = —a/€52 D (W) dw.

Pero Y (w*)? =1 quanw € S% i [ o dw =4m. 11

€52

Observaci6. Aqui hem suposat que o estava definida a tot R>, que era C™ i
que tenia suport compacte. A la practica aquestes hipotesis, que hem fet per
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comoditat, resulten massa restrictives. Si o esta només definida a linterior
d’un compacte K i és L1 com que 'espai C°(K) de funcions C'*° amb suport
compacte contingut a K és dens a Ll(K ), per un pas al limit es pot donar
sentit a les formules anteriors quan ¢ és només L' a I'interior d’un compacte
K.

2 Magnetostatica

2.1 Camp magnétic

Hi ha certs cossos anomenats imants que tenen la propietat d’atreure barretes
de ferro dolg o llimadures de ferro. Aquesta propietat s’anomena “magnetisme”,
paraula que deriva de “magnetita”’, que és el nom d’una de les substancies que
presenta aquesta propietat. Tots els imants tenen sempre dos punts, anomenats
pols, on es manifesta més intensament el magnetisme. Aquests pols no sén
idéntics, ja que en els imants en forma de barra, si se suspén aquesta d’un fil
pel seu centre de gravetat, un extrem sempre s’orienta aproximadament cap al
nord geografic. Aquest extrem s’anomena pol nord de 'imant. Es comprova
experimentalment que pols del mateix nom, entre dos imants, es repelleixen,
mentre que els de diferent nom, s’atreuen.

Per molt petit que sigui un imant, sempre té pol nord i pol sud. Aquesta
propietat diferencia el magnetisme de l’electricitat, ja que en aquesta tltima
existeixen carregues (positives o negatives) aillades.

Si posem prop d’un pol d’un imant una petita agulla imantada que pugui
girar lliurement entorn del seu centre de gravetat, aquesta es mou per l'accié
de dues forces sobre els seus extrems, de sentit oposat, perod d’igual intensitat
i direcci6.

Prenguem un imant qualsevol com a patr6 i una petita agulla imantada,
també com a patr6. Mesurem la forca del pol nord de l'imant patré sobre
I’extrem nord de 'agulla patré situada a una unitat de distancia d’aquell. El
modul fy d’aquesta forca es pren com a unitat del concepte de camp magnétic
que anem a definir. El camp magnétic creat per un imant qualsevol en un
punt determinat de ’espai és la forca exercida per 'imant sobre el pol nord
de 'agulla magnética patro, situada en aquell punt, prenent com a unitat del
modul d’aquesta forga el nombre fy descrit abans.

Una unitat molt usada per mesurar el camp magnétic és 1’oersted, que és el
camp magneétic creat a 1 centimetre de distancia del pol nord de I'imant patro,
definit de la manera segiient: l'imant patr6 és aquell que repelleix amb una
forga d’una dina el pol nord d’un altre imant igual situat a 1 centimetre de
distancia.
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Figura 13.1

2.2 Corrents eléctrics d’intensitat constant i camps mag-
nétics

Oersted va observar el 1819 que un corrent eléctric d’intensitat constant I cir-
culant per un conductor rectilini produia un camp magnétic al seu entorn, tal
com es descriu a la figura 13.1, on s’indica també l'orientacié que pren una
agulla magnética en aquest camp en funcié del sentit de circulacié del corrent
eléctric. Biot i Savart van observar que el modul d’un camp magnétic en un
punt situat a una distancia r del fil conductor, en I’experiment anterior, era di-
rectament proporcional a la intensitat I del corrent i inversament proporcional
a la distancia r:

I
Bl =K. (13.8)

Meés tard es va estudiar el camp magnétic produit per un circuit eléctric
circular per on circulava un corrent eléctric d’intensitat I. Es va observar que,
al centre d’aquest circuit, el camp magnétic B que es produia tenia per modul

1

Bl=nK— 13.9
B = 7K. (13.9)

on R és el radi.
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Va ser Laplace qui, d’experiments similars, va inferir la llei general que
regula aquest fenomen. Suposem una corba Z(l) de R?® parametritzada per
larc [, amb [, < I < l;. Suposem que per aquesta corba circula un corrent
eléctric d’intensitat I constant, en el sentit que va de Z(lg) a £(l1). La llei de
Laplace diu que el camp magnétic B produit per aquest corrent en un punt x
de l'espai ve donat per

S ) A (F - E(0)
Bo= | M np

lo

d, (13.10)

on (1) indica la derivada respecte a | (& és, doncs, el vector tangent unitari).
k és una constant universal. Es facil veure que (13.8) i (13.9) s’obtenen de
(13.10) com a casos particulars, amb K = 2k.

Fins aqui hem vist que els corrents eléctrics produeixen camps magnétics.
Descrivim ara un fenomen diferent. Suposem que tenim un camp magnétic,
creat per un imant, per exemple, i posem dintre d’aquest camp magnétic un
circuit recorregut per un corrent eléctric d’intensitat constant I. S’observa
que sobre aquest circuit actua una forca. Va ser Ampére qui, basant-se en
experiments, va donar la llei de la for¢a F' que actua sobre un tal conductor:

Fe [ krsly n B, (13.11)

lo

on, com abans, se suposa que el conductor ve descrit per una corba z(l) de R?
parametritzada per l'arc [, amb [y < [ < [;. La constant k que figura a les
férmules (13.10) i (13.11) (que és la mateixa), depén dbviament de les unitats
amb queé es mesura la intensitat I, el camp magnétic B i les distancies. Escollint
convenientment aquestes unitats podriem fer, si volguéssim, kK = 1. Ara bé, si
es mesura la intensitat I en coulombs per segon (recordeu que a l'apartat 1
haviem definit el coulomb com a unitat de carrega eléctrica), si es mesura B
en oersteds (unitat definida a l’apartat anterior) i si es mesuren les distancies
en centimetres, es troba k = 1/¢, on ¢ és la velocitat de la llum expressada en
cm/s. Aquest fet extremadament sorprenent, ja que introdueix la velocitat de
la llum en una teoria que, en principi, no hi tenia res a veure, va ser descobert
per Weber i Kohlrausch el 1856.

Les formules (13.10) i (13.11) fan referéncia a corrents eléctrics d’intensitat
constant I que passen per fils. Tractem d’eliminar els “fils” de la teoria. Supo-
sem ara corrents eléctrics produits per moviments de carregues eléctriques per
tot I'espai. Com si es tractés de mecanica de fluids, un corrent pot ser descrit
pel camp vectorial J= ov, on U és el camp de velocitats de les particules i o
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la densitat de carrega. El vector J s’anomena densitat de corrent, i per a cada
tros S de superficie ortogonal a J, la intensitat I de corrent que travessa S és

I=| /S J(@)ds]],

on ds és l'element d’area de la superficie. Aqui suposem, de moment, que J no
depén del temps, amb la qual cosa I tampoc no en dependra. I sera, doncs,
constant com a les formules (13.10) i (13.11). La generalitzacio immediata de
(13.10) i (13.11) per un corrent eléctric de densitat de corrent .J sera

_ 1 - i—a
B(x) = - J(@') A ————da’ 13.12
(z) 0/3 (a) e —a?" ( )
L1 . .
F= E/ , J(@) A B(z)dx. (13.13)
Per abreujar la notacio, posem 7(x,2') = 2/ — 7 , r(z,2') = |F(z,2')||. Sila 2’
és fixa i la x variable, tindrem
7z, x")
+— = grad ,
r3 grj r(z,a’)

on el gradient és respecte a la x. Per tant, la formula (13.12) s’escriura

1 7 — 7 ) ! 1 1
B(z) = */ J (") A (Lxx,))dac’ = f/ grad [ —— | A J(z')dx’.
c JR® r(z,a')3 cJR? & \r(z,z’)
Recordem que si /T(m) és un camp vectorial de R® es defineix rot A com el camp

vectorial de components

0A3 B 0A2 oAl B 0A3 QA2 B OAl
0zx2  Ox3 O0x3  Ox!’ Ox!  Oz2

Amb aquesta definicio, es té, obviament,

o) (25

Per tant, tindrem
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Un raonament analeg al de la proposicié 13.2 mostra que les derivades respecte
a x es poden treure fora de la integral, amb la qual cosa

B(z) = %rgt /R J(@') da’ . (13.14)

s r(w,a’)
D’aqui es dedueix
divB=0, (13.15)

ja que la divergéncia d’un rotacional és sempre nulla, com es comprova de
manera immediata a partir de les definicions.

Observem aqui la diferéncia de comportament entre el camp magnétic B i el
camp eléctric E, ja que divE = —divgradV = — AV = 4xo (corollari 13.5),
mentre que div B = 0.

Es facil veure, a partir de les definicions, que si A és un camp vectorial
qualsevol de R? es té

rotrot A = graddivA — AA,

on AA indica el vector que té per components (AA', AA% AA3?). Prenent
rotacionals a (13.14) es tindra, doncs,

! /
@) dm'—lAz/ @) dx’ .
s r(z,z') R’ r(z, ')

Anomenem [; i I, respectivament, els dos termes del segon membre de la
identitat anterior.
A I, es pot entrar la divergéncia dintre la integral. Tenint en compte que

. 1 . 1

w (r(m’)) - (r(ac,x')) ’
I _ ! rad/ J(z') di 1 da’
e cgw R? il r(z,x) '

Ara bé, per la formula de Stokes,

o ()0

ja que J(2')/r(z,2") s’anulla a 'infinit. Per tant,

_1 N / 1 /
L= cgrjd/R?» (ng'VJ(x )> r(x,a:’)dx

1
rot B = — grad div/
¢ R

x

es tindra
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Ara bé, de les hipotesis que la carrega eléctrica de cada regié no varia amb el
temps, per a tot domini V de R? tindrem

0:/ (f-ﬁ)ds:/didem
ov \4

(és el mateix raonament que a I’equacio de continuitat del capitol 12, apartat 2).
Per tant, divJ = 0. Per tant, I; = 0. D’altra banda, fent un raonament
analeg al de la proposicié 13.4 i el seu corollari, ara tindrem

Ax/ J (@) dr' = —4nJ(z).

r(z,a’)

Per tant, resumint,

47

rotB=I1+I,=—J. (13.16)
c

3 Electromagnetisme

3.1 Camps magnétics que varien amb el temps. Equaci-
ons de Maxwell

Suposem un circuit donat per una corba C' de R3. Suposem que C ve donada
paramétricament per Z(l), lp <1 <. Si per C circula un corrent eléctric, es
defineix la forga electromotriu £ d’aquest corrent per

I N

&= (E(m(l)) .:E(Z))dz, (13.17)

lo

on E és el camp eléctric i E - % indica el producte escalar dels dos vectors Ei
i.

Suposem, de moment, que per C' no passa cap corrent, i que situem C' dins
d’un camp magnétic que varia amb el temps. L’experiéncia demostra que la
variacio del camp magnétic produeix un corrent eléctric al circuit C. Faraday va
descobrir la llei que relaciona aquest corrent amb la variacié de camp magnétic.
Per donar aquesta llei, definim, primer, el concepte de flux magnétic a través
d’una superficie. Sigui S un tros de superficie orientada situada dins d’un camp
magnétic B. El flux magnétic ¢ a través de S es defineix com

S
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on 7 és el vector normal a S, unitari (orientacio de S dona un sentit al vector
7i, dels dos possibles), i ds és I'element d’area de S.

Ara podem enunciar la llei de Faraday de la manera segiient. Sigui S una
superficie qualsevol, la vora de la qual sigui C. La parametritzacié presa de
C dona un sentit de recorregut de C, que déna una orientaci6 a S. La forca
electromotriu £ del corrent produit a C' esta relacionada amb el flux magnétic
¢ a través de S per

do
&= a (13.18)

Observem, en primer lloc, que a la formulaci6 de la llei de Faraday no
especifiquem quina superficie S prenem que tingui C' per vora. Per tal que la
formulacio de la llei fos correcta hauriem de veure, doncs, que (13.18) no depén
de la superficie .S escollida amb la condici6é que tingui C' per vora. En efecte, si
S1 1S9 son dues superficies tals, com que div B = 0 (per (13.15)), la formula
de Stokes ens assegura que

/Eoﬁds:/ B-iids.
Sl SQ

La constant K de (13.18) depén, naturalment, del sistema d’unitats que
s’utilitzi per mesurar B, F, el temps i les distancies. Si es mesura B en oersteds,
E en coulombs/cm?, les distancies en centimetres i el temps en segons, la
constant K val 1/¢, on ¢ és la velocitat de la llum expressada en cm/s. O sigui,

1dg
=—-—. (13.19)

Aplicant la formula de Stokes a (13.17) s’obté

&= /S ((rotE) : n)ds.

Per tant, (13.18) s’escriu

/S ((rot E) -n)ds = 14 (B-n)ds .

cdt S

Com que aix0 ha de ser veritat per a qualsevol superficie S, es té la segiient
llei diferencial:
0B

1
th=—— — 13.20
o c ot’ ( )
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que és equivalent a la llei (13.19) de Faraday.
Resumim a continuacié les lleis basiques de ’electricitat i el magnetisme
que hem trobat fins ara:

divE =4no (Poisson) (corollari 13.5)

4
rot B = —J (Laplace) (formula (13.16))
&

rot E = 1 aa—f (Faraday) (formula (13.20))
c

divB =0 (formula (13.15)) (conseqiiéncia de la llei de Laplace).

(13.21)

Observem, perd, que totes aquestes lleis, llevat de la de Faraday, les haviem
deduit amb condicions estatiques (F, B, o i J no depenien del temps). En
canvi, per a la llei de Faraday era imprescindible que B canviés amb el temps.
No podem esperar que les formules (13.21) es compleixin quan FE, B, o i J
depenguin del temps. Si la carrega eléctrica d’'una determinada regio varia
amb el temps, E variard amb el temps i, raonant com al capitol 12, s’obtindra

d

— advz—/ f~ﬁds:(Stokes):—/didev,
dt Jyv ov v

d’on s’obté la llei de continuitat (similar a la del capitol 12, apartat 2):

do

— +divJ =0. 13.22

5 T div (13.22)
Observem que la segona formula de (13.21), que hem dit que no havia pas de
ser certa en condicions generals, de fet és incompatible amb (13.22). En efecte,
prenent divergéncies a la segona formula de (13.21), i tenint en compte que la
divergéncia d’un rotacional és nulla, s’obté

divJ =0.

Maxwell volia endevinar quina forma tindrien les equacions que relacionen F
i B quan els dos varien amb el temps. Per a aixo va tractar de fer els menors
canvis possibles a (13.21) perqué aquelles equacions fossin compatibles amb
(13.22). L’equacié de Poisson, segons la deduccié que n’hem fet a 'apartat 2,
també haura de funcionar per a camps E dependents del temps. L’equacid
divB = 0 també, segons la deducci6 que n’hem fet a l'apartat 4. De fet,
podem reproduir al peu de la lletra aquells arguments per a cada instant de
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temps to fix. De (13.22) i de 'equaci6 de Poisson s’obté

do 1 OF
divi=-L = —awvZ.
V= T T W
Es a dir,
1 OF
e (74 = 2
v 4 Ot
Aixo indica que la segona formula de (13.21) seria compatible amb la llei de
continuitat (13.22) si se substituis en aquella equacié J per J+(1/47)(0E/0t).
Aixo va fer pensar a Maxwell que la segona formula de (13.21) s’hauria de
substituir (quan E i B depenen del temps) per

47 1 OF
tB=—J+ - —.
ro c +c ot

Maxwell va proposar, doncs, les segiients equacions com a candidates idonies
per a relacionar F, B, J i o:

divE = dno
47 10F
t B = —J+-——
ro c + c Ot
10B
rot & = 7787 (13.23)
c Ot
divB =0
%; +divJ = 0.

Com que aquestes equacions concorden amb els resultats experimentals,
nosaltres les acceptarem com a lleis basiques de la fisica. Les lleis basiques de
la fisica (com la de gravitacio de Newton, per exemple) no les hem demostrat,
sin6é que les hem acceptat com a punt de partida i n’hem deduit resultats
concrets (les trajectories dels planetes en el sistema solar, per exemple) que
estan d’acord amb els fets experimentals.

Suposem ara una particula amb una carrega eléctrica ¢ (un electrd, per
exemple) que es mou sota 'accié6 d’un camp magnétic B i d’un camp eléctric
FE, tots dos dependents del temps. Voldriem saber la forca que actua sobre la
particula en cada instant de temps. La forca sera la suma de la deguda al camp
eléctric, que és qE, més la deguda al camp magnétic, que ve donada per la llei
d’Ampére (13.13). Ara bé, la formulaci6 que hem fet d’aquesta llei és per a
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cossos continus i no s’adapta bé a la nostra situacié actual (un cos puntual).
Per tal de poder aplicar (13.13) al peu de la lletra, suposem, de moment, que
el cos que tenim és cubic i que la longitud de cada aresta és a. Suposem que a
Iinstant de temps que estem considerant es mou amb velocitat ¥. Suposem, a
més, que el camp magnétic B, al qual estd sotmés, té el mateix valor en tots
els punts del cos en aquell instant de temps. Si el cos és petit, aixd passara
en primera aproximacio. Apliquem (13.13). Si o és la densitat de carrega
(constant) i ¢ la velocitat del cos, J sera ov. Per tant, (13.13) ens donara

1

C

F= / (az?/\B?)dm:f(ﬁ/\B)oas.
cub c

Com que la carrega ¢ del cub és ga®, tenim

F=%nB.
c
La hipotesi que hem fet que el cos fos un cub petit és purament técnica. Si
la particula és puntual, la forga total a qué estara sotmesa per ’acci6 del camp
eléctric i del camp magnétic sera

7xB. (13.24)

Aquesta llei, donada per Lorentz, s’ha d’afegir a les formules (13.23) de
Maxwell. Les formules (13.23) descriuen les relacions entre E, B, o i J. La
formula (13.24) dona el moviment de qualsevol particula carregada, situada
dins d’aquest camp electromagnétic.



Part 111

Relativitat especial 1 general

Els capitols 14 i 15 —que constitueixen una bona part de la Relativitat
Especial— no requereixen gairebé cap coneixement previ. En canvi, els capitols
de relativitat general —18, 19 i 20— utilitzen la practica totalitat de conceptes
de geometria diferencial de la part I, i la majoria de nocions de fisica classica
de la part II.






Capitol 14

Cinematica de la relativitat
especial

1 Paper dels sistemes de referéncia en la fisica
classica

Recordem que Newton admetia l'existéncia d’un espai absolut, immobil, que
nosaltres hem identificat amb R, dintre del qual hi havia tots els cossos fisics.
Suposem ara que un observador O’(t) es mou respecte a 'origen O de R?® amb
moviment rectilini uniforme. Sigui P(t) una particula que es mou respecte a
lorigen de R3. La seva acceleracio relativa respecte a O’ és la mateixa que la
seva acceleracid respecte a O ja que

E(P(t)—O'(1))  d®P(t) d20'(t)
dt2 Tz a2
=0

Un observador situat a 1’origen de R3, en veure que la particula P(t) es mou,
atribuira el seu moviment a l'acci6 d'una forca md?P(t)/dt*>. L’observador
O’ atribuira el seu moviment a ’acci6 de la mateixa forga, exactament. Per
tant, els conceptes d’acceleraci6 i forca sén els mateixos per a un observador
immobil situat a l'origen i per a un observador que es mou respecte al primer
amb moviment rectilini i uniforme. El mateix succeeix amb la llei de gravitacid
universal:

= Kmim; (pi — ;)

Y lpi — pjll?
on p; i p; sén els vectors posicié de les particules P; i P; de masses respectives
m; imy, 1 Fi; ésla forca d’atracci6 de P; sobre P;. En efecte, el primer membre

)
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de lexpressié anterior queda inalterat si el referim a origen mobil O’ (perqué
es tracta d’una forga) i el segon membre també queda inalterat (ja que p; i p;
s’haurien de substituir per p; — O’ i p; — O', perd la diferéncia p; — p; resta
inalterada per aquesta substitucio). Succeeix el mateix amb les lleis del xoc de
particules i els principis de la mecanica de fluids.

Aixi doncs, tota la mecanica classica s’enunciaria d’idéntica manera si en
comptes de referir-la a observadors immobils la referissim a observadors que es
mouen respecte als primers amb moviment rectilini i uniforme. Dit d’una altra
manera, no hi ha cap procediment mecanic per comprovar si un observador
esta immobil a ’espai absolut de Newton o si es mou amb moviment rectilini
i uniforme respecte a la referéncia immobil de R® considerada per Newton. El
que si que podem afirmar és que hi ha una classe privilegiada d’observadors,
que es mouen els uns respecte als altres amb moviment rectilini i uniforme, per
als quals les lleis de la mecanica s’expressen tal com hem fet. Un observador
qualsevol d’aquesta classe privilegiada I’anomenarem observador inercial.

Pero, jcom es pot reconéixer fisicament un observador inercial? Evident-
ment, és aquell sobre el qual no actua cap forca. Pero, jon pot haver-hi un tal
observador?

En el problema dels dos cossos (capitol 11) vam veure que el centre de masses
de les particules P; i Py estava immobil (respecte a la referéncia immobil de
Newton) o es movia respecte a ’origen de R? amb moviment rectilini i uniforme.
El mateix es pot veure per a m cossos. Sigui, doncs, O el centre de masses
del sistema solar. Un observador situat a O seria inercial (si limitéssim les
nostres experiéncies fisiques al sistema solar). També seria inercial qualsevol
observador que es mogués respecte a O amb moviment rectilini i uniforme.

Les consideracions que acabem de fer no s’apliquen, pero, a l’electromag-
netisme. Aixi com les lleis de la mecanica sén invariants respecte a qualsevol
observador inercial, les lleis de electromagnetisme (equacions de Maxwell-
Lorentz) canvien si en comptes de referir-les a un observador “immobil” es
refereixen a qualsevol observador mobil, encara que aquest es mogui amb mo-
viment rectilini i uniforme. Vegem-ho. Considerem un camp eléctric Eiun
camp magnétic B creats per una distribucié de carregues en moviment, i re-
ferits a observadors “immobils”. Sigui J el camp vectorial densitat de corrent
corresponent. Prenent rotacionals a la segona equacié de (13.23) (capitol 13),
tindrem

10 4
rotrot B — — — rot B = il rot J .
c Ot c
Derivem la tercera equacié de (13.23) respecte al temps. Tindrem

0 1 0°B
& rot I/ = —E 76t2 .
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Substituim aquest valor a ’equacié que hem trobat abans, tenint en compte
que rotrot = grad div —A, on A és 'operador de Laplace. Tindrem
2
—AB+ 0—12 8875 + graddiv B = 4%TrotJ .

Ara bé, en virtut de la quarta equacio de (13.23), div B = 0. Veiem, doncs, que
a les regions de R® on J =0 (les regions on no hi ha les carregues eléctriques
en moviment que creen el camp), el camp B compleix I'equacio d’ona

1 0°B
2 ot?
(Podriem haver fet el mateix per al camp eléctric E.) Per veure que les equa-
cions de I'electromagnetisme classic no adopten la mateixa forma si les referim
a un sistema d’observadors que viatgen amb moviment uniforme respecte als
observadors “immobils” de la fisica de Newton, considerem un sistema S’ de
tres eixos perpendiculars que viatja respecte als eixos “immobils” amb velocitat
constant @ = (u,0,0). Anomenem E’ i B’ respectivament, els camps eléctric i
magnétic que mesuraran els observadors que viatgen amb els eixos de S’. Su-
posem que un d’aquests observadors deixa en repds —en el seu sistema— una
particula P de carrega ¢ en un determinat punt. Si les formules de 1’electro-
magnetisme adoptessin la mateixa forma en tots els sistemes inercials, segons
la llei de Lorentz (13.24), sobre la particula P actuaria una forca F' = ¢E .
Ara bé, aquella particula viatjarda amb velocitat @ per als observadors “im-
mobils”, i sobre ella actuara una forca F = ¢FE + (¢g/c)d A B. Com que ja
hem dit abans que el concepte de forca no varia quan es refereix a observadors
“immobils” o a observadors que es mouen respecte als primers amb moviment
uniforme, F = F’ i, per tant, E' = F + (1/q)u A B. Suposem ara que els
observadors de S’ repeteixen el mateix experiment deixant la particula P en el
mateix punt d’abans, perd ara comunicant-li una velocitat inicial arbitraria o’
(abans la deixaven en repos). Segons (13.24), la for¢a que actuara ara sobre la
particula serd F' = gE’ 4 (q/c)v’ A B'. Els observadors “immobils” mesuraran
una forga F = qF + (¢/c¢)(v' + u) A B. Igualant F amb F’ i tenint present
I’expressié que hem trobat de E’, tindrem finalment v A B’ = v/ A B. Com
que aix0 s’ha de complir per a qualsevol velocitat inicial ¥/ que els observadors
de S’ comuniquin a la particula, d’aqui es dedueix B’ = B. Aixi, doncs, si les
lleis de electromagnetisme fossin invariants per canvis de Galileu (canvis de
la referéncia “immobil” a una altra amb moviment uniforme), tindriem

AB — =0.

B’ = B

. L1 .

E' = E+-4AB.
&
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Les equacions del canvi s6n

b = 2wt
22 = g2

B = g3

t =t

D’aqui s'obté 9/0t = ud/0x' + 9/0t, 0/0x" = 0/dx’". En les regions de
I’espai on no hi ha les carregues eléctriques en moviment que creen el camp
electromagnétic, sabem que es compleix ’equacié d’ona

B OB 9B 195 _
a2 T 022 T ot 2 o

Si les formules de 1’elecromagnetisme fossin invariants, com que B = B’, s’hau-
ria de complir també

0’B 0’B 0’B 1 9°B

a@E T a@?E T 9@ | & o

Ara bé, com que 9/0x" = 9/dx"" i com que 9/0t' = ud/dx* + 0/0t, aquesta
dltima equacié s’escriu

=0.

Z 323 u2 623 2u 823 1 823
P A(x")?2 ¢ I(x1)2 2 oxlot 2 o2
Com que hem vist abans que B compleix ’equacié d’ona, d’aqui deduim que
per a qualsevol nombre real u i qualsevol camp magnétic B creat per carre-
gues eléctriques en moviment, fora de la regié on es troben aquestes carregues
eléctriques s’hauria de complir

0’B 0’B

u =

oEE ~ Coriar

Aixo implica que 9*B/9(z)? = 0 i que 9*B/0x'dt = 0. Com que 'eix de les
x! pot ser qualsevol, es té 9?B/d(x")? = 0 per a tot i. De l'equacié d’ona es
desprén llavors que 92B/0t?> = 0. Tot aixd només es pot complir quan B és
lineal, de la forma

é(xl,x2,m3,t) = 2'G + 226+ 23C + td + e,
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on a, l_;, c, d i € s6n vectors constants. Si imposem ara que B s’anulli a Uinfinit
(la intuicio ens diu que qualsevol camp creat per carregues en moviment en
una regio finita de l'espai s’ha d’anullar a l'infinit), resulta que B ha de ser
idénticament nul. Per tant, si les equacions de Maxwell fossin invariants per
canvis de Galileu, qualsevol camp magnétic creat per carregues eléctriques en
moviment hauria de ser idénticament nul fora de la regi6é de I’espai on no hi
ha les carregues eléctriques que el creen. Aixo, obviament, és completament
absurd.

Tot aixo fa que I'electromagnetisme classic, al contrari de la mecanica, hagi
de suposar l'existéncia d’una referéncia immobil. Per aquesta ra6 va sorgir el
concepte d*éter”, espécie d’ens immobil per on se suposava que es propagaven
les ones electromagnétiques. Si aquest éter immobil existis, seria logic pensar
que es pot idear un experiment per posar de manifest qualsevol moviment
respecte a ell. Al llarg del segle passat, una série d’experiments van ser ideats
per calcular la velocitat de la Terra respecte a aquest éter immobil, perod tots
van fracassar.

Un experiment molt enginyds i precis ideat per Michelson i Morley per
mesurar els canvis que la velocitat de I'observador imposava al valor de la
velocitat de la llum en el buit, donava un resultat sorprenent: la velocitat de
la llum no depenia de la velocitat de ’observador.

Simultaniament, Voigt, Poincaré i Lorentz, davant del fet que les equacions
de l'electromagnetisme no sén invariants per canvis de referéncies inercials,
van cercar un grup de transformacions que les deixés invariants. En aquestes
transformacions s’havia de canviar ’escala de temps. No obstant aix0, ning no
pensava llavors que el temps “universal” de Newton canviés realment en passar
d’una referéncia a una altra. Més aviat s’interpretava aquest canvi d’escala de
temps com una eina matematica per a explicar determinats fets. Es parlava de
temps “local” en les transformacions de Lorentz, en contraposicié amb el temps
real i universal admés per Newton.

Aixi les coses, a comengament de segle Einstein va idear la teoria de la
relativitat especial (que no englobava la llei de gravitacio) i, més tard, la de la
relativitat general, que explicava la teoria de gravitacié universal.

2 Els postulats de la relativitat especial

Suposarem, com Newton, que els cossos fisics sén a l’espai ordinari de tres
dimensions, que podem suposar de moment (de manera filosofica) immobil. No
obstant aix0, en el mon fisic no hi ha cap referéncia privilegiada d’aquest espai,
materialitzada fisicament. Aix0 vol dir que, quan nosaltres anem pel carrer,
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no ens trobarem mai tres eixos i un origen amb un rétol que digui: “Referéncia
canonica de R?, creada per Déu des del principi del temps”. Com que aquesta
referéncia no la trobarem mai, no podrem saber si nosaltres estem “immobils”
0 no, ja que per a aixo caldria comparar el nostre estat de repdos o moviment
amb el d’un punt que sabéssim segur que esta immobil.

En virtut d’aixo que acabem de dir, tothom té, de moment, el perfecte dret
de considerar que ell mateix estd sempre immobil i que és tota la resta el que es
mou. Tu mateix et pots considerar immobil, tant quan estas assegut com quan
camines. En aquest ultim cas tens el dret de pensar que el terra, els arbres,
les cases que veus passar mentre passeges, tot es mou. Pero tu restes quiet,
immobil.

Una vegada t’hagis imaginat aixo, elegeix uns eixos rectangulars de coor-
denades solidaris amb tu. Diras que tot punt que es bellugui en relaci6 amb
aquests eixos es mou, i que tot punt que en el transcurs del temps mantingui
inalterades les seves coordenades respecte a aquests eixos, estd immobil. No
cal dir que hem suposat que havies escollit una unitat de distancia amb la qual
un teu amic o amiga mesura les coordenades de qualsevol punt. Tu no pots
fer-ho perqué ets l'origen: tot es refereix a tu.

Per estudiar el moviment dels cossos que es mouen, necessitaries, perd, un
rellotge que marxi molt uniformement. Més encara: convindria que tots els
observadors immobils respecte a tu poguessin disposar de rellotges sincronit-
zats amb el teu. Llavors tindria sentit dir que un cos es troba en el punt de
coordenades (x,y, z) a 'instant ¢. Aixd voldria dir que un observador situat en
el punt de coordenades (z,y, z), immobil respecte a tu, hi ha vist aquest cos a
I'instant ¢ del seu rellotge.

Definim amb precisi6 qué vol dir que un rellotge situat en un punt A,
immobil respecte a tu, estigui sincronitzat amb un altre rellotge situat en un
altre punt B, també immobil respecte a tu. Suposem que un observador situat
a A emet un raig de llum en la direccié de B a linstant ¢y del rellotge de
A. Suposem que aquest raig arriba a B a Uinstant ¢, del rellotge de B i que,
reflectit per un mirall, torna cap a A i hi arriba a l'instant ¢; del rellotge de
A. Es diu que el rellotge de A esta sincronitzat amb el de B si sempre que es
repeteixi Uexperiment, es troba la relacio t{ — to = t1 — ;.

Definicié 14.1 (Sistema de referéncia) Anomenarem sistema de referéncia el
conjunt de tres eixos perpendiculars de I’espai amb un origen comt, sobre cada
un dels quals hem elegit una orientacié. Suposarem també que hem elegit una
unitat de distancia i que en cada punt A de I’espal immobil respecte a aquests
eixos hi ha un rellotge R 4, de manera que els rellotges R4 i Rp corresponents a
dos punts diferents A i B immobils respecte a aquests eixos estan sincronitzats.
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La condicié que en cada punt immobil respecte a un sistema de referéncia
hi hagi un rellotge, i que tots aquests rellotges es puguin sincronitzar, és molt
forta. Algt podria pensar que amb aquesta condicié tan restrictiva podria no
haver-hi cap sistema de referéncia. Precisament, el principi de relativitat que
enunciarem més endavant afirma 'existéncia de sistemes de referéncia.

Fixat un sistema de referéncia, podem associar a cada esdeveniment les
tres coordenades (z!,z2,23) (respecte als eixos del sistema) del punt on s’ha
produit i el temps ¢ que marcava el rellotge del sistema situat en aquell punt
a l'instant en qué l’esdeveniment ha tingut lloc. Si §'i S’ son dos sistemes de
referéncia diferents, podra succeir que S’ es mogui respecte a S. Aixo voldra
dir que qualsevol particula material puntual A immobil respecte als eixos de S’
es troba en cada instant ¢ de S en el punt de coordenades (Al(t), A%(t), A3(t))
respecte als eixos de S i descriu, doncs, la corba A(t) = (A'(t), A%(t), A3(t))
respecte als observadors de S.

Definicié 14.2 (Moviment uniforme entre sistemes de referéncia) Siguin S i
S’ dos sistemes de referéncia. Direm que S’ es mou amb moviment rectilini
i uniforme respecte a S si existeix un ¥ € R® tal que tota particula material
puntual A immobil respecte a un observador de S’ es troba en cada instant
t del temps de S en el punt de coordenades (A'(t), A%(t), A3(t)) respecte als
eixos de S, de manera que dA*(t)/dt = v Vt,i=1,2,3.

Definicié 14.3 (Sistemes equivalents) Direm que dos sistemes de referéncia S
18’ sén equivalents si estan immobils un respecte a altre i utilitzen els dos la
mateixa unitat de distancia i la mateixa escala de temps, o bé compleixen les
propietats segiients:

a) Cada un d’ells es mou respecte a I’altre amb moviment rectilini i uniforme
de velocitat no nulla.

b) Dos esdeveniments ocorreguts en un punt immobil respecte a S sén vistos
des de S’ en el mateix ordre temporal en qué els ha vist un observador
de S. El mateix succeeix intercanviant els papers de S 1 S’.

¢) Es fa I'experiment segiient: s’observen des de S’ dos esdeveniments ocor-
reguts en un punt A immobil respecte a S i separats per un interval de
temps (de S) de longitud 1. Com que S es mou respecte a S’, aquests dos
esdeveniments son vistos des de S’ en dos punts diferents de 'espai. Es
mesura a S’ la distancia entre aquests dos punts. La condicié que estem
enunciant demana que el resultat d’aquest experiment doni el mateix
valor si s’intercanvien els papers de S 1 5.
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Amb aquestes definicions podem passar a enunciar un dels dos postulats
fonamentals de la relativitat especial, ’anomenat principi de relativitat. De
moment donarem un enunciat provisional d’aquest principi. Més endavant, a
fi que la teoria sigui coherent, I’haurem de modificar lleugerament.

Principi de relativitat. Existeix una classe privilegiada de sistemes de re-
feréncia, cada un dels quals s’anomena sistema inercial, que compleixen les
quatre propietats segiients:

A) Si S ésinercial, ho és també tot sistema S’ immobil respecte a S que s’ob-
tingui de S per un desplagament d’eixos i per un canvi d’origen de temps
(recordem que s’anomena desplagament tota transformacio bijectiva de
R? que transforma rectes en rectes i conserva les distancies).

B) Si S ésinercial, i P un punt mobil que viatja respecte a S amb moviment
rectilini i uniforme de velocitat donada ¥/, existeix un sistema inercial que
té P per origen.

C) Dos sistemes inercials S i S’ son sempre equivalents.

D) Els observadors que viatgen en qualsevol sistema inercial poden enunciar
les lleis fisiques d’idéntica manera, independentment del sistema inercial
on es troben.

Aquest principi de relativitat era complert escrupolosament per la mecanica
classica, perd no per lelectromagnetisme classic. La novetat consisteix, aqui,
a exigir-lo per a tota la fisica.

A la literatura, el principi de relativitat s’enuncia de manera molt més sen-
zilla dient que existeix una triple infinitat de sistemes de referéncia (modul
desplacaments de Rg) que es mouen els uns respecte als altres amb moviment
rectilini uniforme i per als quals val D). Totes les propietats que aqui hem enun-
ciat amb detall, com per exemple ¢) de la definici6 de sistemes equivalents, es
fan derivar de D). Tot depén d’alld que s’entengui per “llei fisica” a enunciat de
D). Nosaltres farem servir D) tnicament quan enunciem lleis com les equacions
de Maxwell de I’electromagnetisme, lleis de xoc de particules, etc.

Principi d’invariancia de la velocitat de la llum.

a) Si un observador immobil respecte a un sistema inercial S contempla la
propagacié en el buit d’un raig instantani de llum, emés per qualsevol
focus lluminds, observara que aquest es propaga amb moviment rectilini
uniforme.
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b) El modul del vector velocitat d’un tal raig de llum és constant, inde-
pendentment del sistema inercial S. (Si que depén, pero, del medi. La
llum es propaga amb velocitats diferents en medis diferents. Nosaltres
suposarem que som en el buit.) Anomenarem c¢ aquesta constant.

Observem que el principi d’invariancia de la velocitat de la llum s’enuncia
per a un raig de llum emeés per “qualsevol” focus lluminés, independentment
del seu moviment.

Aixi com el principi de relativitat és complert escrupolosament per la me-
canica classica, aquest principi d’invariancia de la velocitat de la llum és incon-
cebible des del punt de vista de Newton. Ens veiem obligats a acceptar-lo com
a fet experimental comprovat per I'experiment de Michelson-Morley.

3 Les transformacions de Lorentz

Siguin S i S’ dos sistemes de referéncia inercials. Un esdeveniment qualse-
vol, vist per un observador immobil respecte a S, quedara determinat per les
coordenades (z', 2% 23) del punt de l'espai on s’ha produit (respecte als tres
eixos de ) 1 pel temps ¢ (dels rellotges sincronitzats de S) en qué ha tingut
lloc. A cada esdeveniment contemplat des de S li correspon, doncs, un punt
(x',22,23,t) de R*. Al mateix esdeveniment contemplat per un observador
de S’ 1i correspondra un punt (z'',22, 23, t') de R*. Per tant, donats dos
sistemes inercials S i S, tenim una aplicaci6 f:R* — R* que assigna a les
coordenades (x!, 2% 23 t) d'un esdeveniment contemplat des de S les coorde-
nades (2'!, 22, 2/3,¢') del mateix esdeveniment contemplat des de S’. Una tal
aplicacié f s’anomena transformacié de Lorentz. Aqui ens proposem veure la
forma analitica d’aquestes transformacions.

Observem, en primer lloc, que tal com hem definit 'aplicaci6 f hem ac-
ceptat implicitament que f és bijectiva. En efecte, hem acceptat que podiem
reconéixer un mateix esdeveniment des de S'i des de S’. Com que S'i S’ son sis-
temes inercials qualssevol, I'aplicacié que assigna a les coordenades (z'!, 22, 23,
') d'un esdeveniment contemplat des de S’, les coordenades (x!, 22, 23,t) del
mateix esdeveniment contemplat des de S, sera, obviament, la inversa de f.

Lema 14.4 f transforma rectes de R* no contingudes en un hiperpla de la for-
ma t = constant, en rectes de R* no contingudes en un hiperpla t = constant.

DEMOSTRACIO. Sigui r una recta de R* no continguda en un hiperpla de la
forma ¢ = constant. Llavors es pot parametritzar de la manera segiient:
{ =2l (t) =0t + b, i=1,2,3
t=t.
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Aquesta recta de R* representara el moviment d’un punt P(t) de coor-
denades (x!'(t),22(t), 23(t)) a l'espai ordinari, que viatja amb velocitat 7 =
(v, v2,v3). Tot aixo referit als tres eixos de S i al temps ¢ de S. Per la condi-
ci6 B) del principi de relativitat, existird un sistema de referéncia inercial S”
que tindra per origen aquest punt. Per la condicio C), S” es mou respecte a S’
amb moviment rectilini i uniforme. Un observador qualsevol de S’ representa-
ra, doncs, el moviment de la particula P, que és l'origen de S”, per una recta

de R?, que no és altra cosa que f(r). I

Lema 14.5 Si V és un pla de R* no contingut en cap hiperpla de Ia forma
t = constant, f(V) és, també, un pla de R* no contingut en cap hiperpla de Ia
forma t' = constant.

DEMOSTRACIO. V sera de la forma a + H, on H és un subespai de R* en el
qual podrem trobar una base vy, vy de vectors no horitzontals (és a dir, amb
quarta component no nulla). Les rectes a + (v1), a + (vg) es transformen per
f en dues rectes r1 i ro, en virtut del lema 14.4, la interseccié de les quals sera
f(a). Sigui W el pla que conté 71 i r2 (el qual no sera horitzontal). Volem
veure que f(V) = W. Sigui  un punt qualsevol de V' que no estigui sobre les
rectes a + (v1) i @ + (ve). Volem veure que f(x) € W. Sigui § una recta de
V' que passi per z i tingui com a vector director un @ no horitzontal, @ ¢ (vy),
4 ¢ (vg). B tallara les rectes a + (v1) i a + (v2). f(x) ha d’estar sobre f(5),
que en virtut del lema anterior sera una recta no horitzontal que tallara ri i
r9. Per tant, f(8) C W. Aixod prova f(V) C W. Un argument similar aplicat
a f~! prova que f(V)=W. 1
Un raonament analeg prova el lema segiient:

Lema 14.6 f transforma hiperplans que no siguin de la forma t = constant
en hiperplans que no sén de la forma t' = constant.

Teorema 14.7 f és una afinitat, és a dir, f és de la forma f(Z) = a(Z) + g,
amb T = (x, 22, 23,1), b= (b1, 62,03, b%) i a una transformacio lineal de R*.

DEMOSTRACIO. Com que una recta qualsevol, encara que sigui horitzontal,
es pot pensar com a interseccié de tres hiperplans no horitzontals, f haura de
transformar rectes en rectes. Vegem que f conserva, a més, el parallelisme. Si
r 17/ son dues rectes paralleles, sigui H el pla que determinen. Les rectes f(r)
i f(r') estaran contingudes a f(H), que és un pla. Si f(r) i f(r’) no fossin
paralleles, pel fet de ser coplanaries, tindrien un punt A en comta. Com que
f és bijectiva, aixo exigiria que f~1(A) fos a la vegada de r i ', la qual cosa
contradiria el fet que r i v’ siguin paralleles. Resumint, f transforma rectes
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en rectes i conserva el parallelisme. Un conegut teorema de geometria ens
assegura que, amb aquestes condicions, f és una afinitat. i

Corollari 14.8 Sigui f una transformacié de Lorentz, i H un hiperpla de R*
de la forma t = constant. Llavors f(H) és un hiperpla de la forma t = constant.

DEMOSTRACIO. Si f(H) no fos horitzontal, H = f~! f(H) no seria horitzontal
(lema 14.6). I

Observacié important. Més endavant, quan tinguem la forma explicita de
les transformacions de Lorentz, observarem que aquest corollari no es com-
pleix. Aix0 ens donara una contradiccié dins de la teoria que analitzarem amb
detall. La contradicci6é vindra del fet d’haver permés velocitats ¢ qualssevol a
la condici6 B) del principi de relativitat. Precisament, per tal d’evitar aquesta
contradicci6, imposarem la condicié | ¥ |< ¢. Pero tot aixo ja ho veurem més
endavant. Continuem, doncs, de moment, amb les mateixes hipotesis que fins
ara.

Ara ens proposem trobar la forma explicita d’una transformacié de Lorentz
f. Suposem que aquesta ens ve donada pel canvi d’un sistema inercial S a
un altre S’ on els eixos de S 1 5’ i els origens de temps han estat presos de
la manera segiient. L’eix de les x! de S té la direccié del vector velocitat del
moviment uniforme de S’ vist des de S. Aixo vol dir que qualsevol punt de S’
que sigui sobre l'eix de les 2! en un instant de temps, hi sera sempre. Siguin,
doncs, P’ i Q' dos punts immobils respecte a S’ que en un instant de temps
de S siguin sobre l'eix de les x!. Prenguem l’eix de les /' de S’ com leix
determinat per P’ i Q'. Amb aquesta eleccié, I'eix de les z! i el de les 't
coincidiran sempre. Prenguem, a més, els origens de temps i els origens dels
eixos de S i S’ de tal manera que quan ¢t = 0 it/ = 0, I'origen 2! = 0, 22 = 0,
2% = 0 de S coincideixi amb l'origen /' =0, /2 = 0, 2’2 = 0 de 5.

Amb aquestes eleccions d’eixos i origens ens proposem escriure explicita-
ment f. Pel fet de ser una afinitat, sera de la forma

3
m’i:Zaéxj—l—ait—i—ki; 1=1,2,3
j=1

3
t' = Za?xj +ajt + k*.
j=1

La condici6 que els origens coincideixin en els origens de temps, implica
k' = k? = k® = k* = 0. La condicié que l'eix de les ' (que té per equacions
2?2 = 0, 2 = 0) coincideixi amb l'eix de les 2!, fa que quan z? = 0, 23 = 0,
hagi de ser 22 = 2’3 = 0. Per tant, a3 = a3 =01ia? =a} =0.
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En virtut de la condici6 b) de la definicié de sistemes equivalents, a} haura
de ser positiu. Posem v = —aj}/a}. Després donarem una interpretacio fisica
de v. De moment, sabem que f és de la forma segiient:

2V =alzt +alx® +alx® —vait
% = ajr?  +aiad
(14.1)
" = adx® 4ajad
t  =atzt +aix? +aix® +ait.

Imposem, ara, el principi d’invariancia de la velocitat de la llum. Suposem
que a 'instant ¢t = 0 de S s’emet un raig lluminés des de 'origen de S en totes
direccions. Aquest senyal haura arribat a l'instant ¢ als punts (2!, 22, 23) tals
que (1) + (2%)? + (23)? = ¢*t%. Ara bé, com que per a t = 0 els origens de
S 1S’ coincidien i era també t’ = 0, el senyal lluminoés, per a un observador
de S’, haura sortit del seu origen al seu instant inicial. Per tant, a I'instant ¢’
haura arribat als punts (2'%, 22, 23) tals que (2/1)? + (/%)% + (2/3)% = 22
Considerem ara un personatge qualsevol, de nom Joan, que viatja per I'espai.
Considerem ’esdeveniment segiient: “En Joan comenca a veure el senyal llu-
minos”. Per a un observador de S aquest esdeveniment tindra coordenades
(!, 22, 23 t) tals que

()2 + (%) + (2*)? = 22 =0. (14.2)
1,02

Per a un observador de S’ el mateix esdeveniment tindra coordenades (z'*, 22,
23, t') tals que

(@) + (@) + (27)? = *1? = 0. (14.3)

La correspondéncia f ha d’aplicar, doncs, els punts (z!, 22, 23,t) que complei-
xen (14.2) en els punts (2!, 22, 23, t') que compleixen (14.3). Sigui Q(x!, 2,
23, t) Pexpressio que s’obté de (2'1)% + (2/2)? + (23)? — 2’2 substituint 2'*, 22,
2’3, ' en funcio de z!, 2%, 23, t per les formules (14.1). Q(x!, 22, 23,¢) sera una
forma quadratica en z',z2,23,t. Sempre que (z!, 22, 23,t) compleixin (14.2)
haura de ser Q(zt, 22, 23,¢t) = 0 i reciprocament (fent el mateix raonament
amb la transformacio inversa). Aixod fa que el con de R* donat per (14.2) hagi
de ser també la quadrica Q(x', 22, 23,t) = 0. Aixo fa que hagi d’existir una
constant p # 0 tal que

Qz', 2%, 2% t) = p((z")? + (2%)* + (2%)® — 32¢?) . (14.4)
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Sabent tot aixo sobre f, passem a estudiar la transformaci6 induida per f sobre
el pla de R* d’equacions z2 = 0, 3 = 0. Com que

f:(z,0,0,t) — (2',0,0,t)

(aix0 es dedueix de (14.1)), estudiem la transformacié de dues variables

v =alr —wvait
{ t' =air+ajt, (14.5)

on hem posat, per comoditat, x i 2’ en lloc de x! i 2'1. De (14.4) deduim
Q(x,0,0,t) = p(z? — *t?).

Igualant els coeficients del primer i segon membre de ’expressi6é anterior, tin-
drem

(a})? — c*(a})®* = p (termes en z?) (14.6)
(a3)?v? — c*(aj)® = —pc*  (termes en t?) (14.7)
—vaiaj — cajaj =0 (termes en xt) . (14.8)

De (14.8) s’'obté ai = —va}l/c?, i substituint a (14.6) s’obté
p=(1-v*/c*)(a)*.
De (14.7) s’obté
p = (1- /) (al)”.
Per tant, (ai)? = (aj)?. Canviant, si cal, la referéncia S’ per una altra que
tingui els mateixos eixos, perd on 'orientacié de 1’eix de les 2’ sigui la contraria,
podem aconseguir ai > 0. Com que aj > 0, la igualtat anterior implicara
at = aj. Resumint, (14.5) s’escriura

P 4., 4
{ T = azr — agvt (14.9)

t' = —(vaj/c?)z + ajt.

Perqué (14.9) tingui inversa, el determinant de la seva matriu ha ser # 0, la
qual cosa implica |v| # ¢. La transformacié inversa de (14.9) és

_ / v /
Tai-we)t tan v12/(32)t
_ v / /
= 02a1(17v2/02)x * ai(l—vQ/CQ)t .

(14.10)
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Fem ara lexperiment c) de la definicié de sistemes equivalents. Es consideren
dos esdeveniments ocorreguts a l’origen de S i separats per un interval de temps
de longitud 1. Suposem, per exemple, que el primer ha tingut lloc a I'instant
t =01 el segon a l'instant ¢ = 1. El primer esdeveniment és vist des de S’
a l'origen de coordenades i el segon (en virtut de (14.9)) és vist en el punt
2’ = —ajv. La distancia entre aquests dos punts, mesurada a S’, és aj|v|
(la distancia sempre és positival). Fem el mateix experiment intercanviant els
papers de S i S’. La distancia que trobarem llavors, utilitzant (14.10), sera
lv]/ai(1 — v?/c?). Com que el valor obtingut ha de ser el mateix, s’haura de
complir
1
at(l—v?/c?)"

Aixo implica 1 — v?/¢? > 0. Per tant |v| < ¢. D’aqui deduim també

agqe =1//1—02/c2.

ot =

A més,
p=(1-2v*/c% (af;)2 =1.

Portem a (14.1) els valors fins ara obtinguts. Per abreujar, anomenem « l’arrel

quadrada /1 — v2/c2. Tindrem

2t = (1/a)z! +aix?  +aird —(v/a)t
a? = a3z®  +a3x?
[ 2 o (14.11)
3 = ajx®  +ajaxd
t =—(v/ta)zt +a3x® +ajrd +(1/)t.
A més, tenim
12 122 $BY2 _ 242 _ 22 2 1) =
@2 + (@) ) - P = QU 1112)

= (@) + (@2)2 + (a%)? - 32

(recordem que p = 1). Igualant els termes en z?z' dels dos tltims membres de
la igualtat anterior, tindrem

(1/a)ad + (v/a)a3 = 0.
Igualant els termes en 2%t, tindrem

—a3(v/a) — ay/a=0.
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De la primera d’aquestes igualtats, tindrem ai = vaj. Substituint a la segona,

v?a5 —c*a3 = 0.

Com que v? < ¢2, aixo implica a3 = 0. Per tant, a = —va3 = 0. Fent el
mateix raonament amb els termes z'z3 i z't de (14.12) obtenim a3 = a} = 0.
Resumint, (14.11) ens queda aixi:

2t = (1/a)x! — (v/a)t
o (14.13)

2 = a3z? + adw

t'=—(v/Ea)zt + (1/a)t.

3

A més, s’ha de complir (14.12). De la forma explicita de (14.13) observem que
ja es compleix (z'1)? — 2”2 = (21)% — ¢*t2. Per tant, per tal que es compleixi
(14.12), haura de ser (z'?)? + (2%)? = (22)? + (2%)?. Aix0 ens diu que la
transformacio6
22 = q222 + a2
> s (14.14)

2 = a3z? + a3’

conserva les distancies. Fem en el pla 22,2 dels eixos de S el canvi (isomeé-
tric) d’eixos donat per (14.14). Si tornem a designar per S la referéncia aixi
obtinguda, llavors el pas de S a S’ vindra donat per

1 1 1 v
= xr — t

V1—v?/c? V1—v%/c?

$/2=$2
(14.15)

23— 3
I E— R —

2\/1—v2/c? V1—v?/c?

Resumint, el que hem provat ha estat el resultat segiient:

Teorema 14.9 Siguin S i S’ dos sistemes inercials. Podem fer canvis ortogo-
nals d’eixos a S 1 S’ (és a dir, canvis que conservin les distancies i els angles)
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i un canvi d’origen de temps en els dos sistemes de manera que el canvi entre
els dos nous sistemes vingui donat per (14.15).

Donem ara una interpretacié fisica del nombre v que apareix a (14.15).
Observem que la transformacio inversa de (14.15) ve donada per

z! = ! o+ ! t
V1—v2/c? V1—02/c?
22— o2
I
v n 1 /
- =
2\/1—v2/c? V1—02/c?

A TVorigen de S (2! = 0,2/? = 0,2"® = 0), la relaci6 entre el temps ¢ i el temps
t' sera t = (1/4/1 —v2/c)t'. L'origen de S’ sera vist des de S en el punt

v
1:7t/:7_}t7 x:O, :L':O.

V1—v2/c?
Per tant, l'origen de S’ es mou respecte a S amb moviment rectilini uniforme
de velocitat ¥ = (v,0,0). Aixo dona una interpretacio fisica del nombre v que
apareix a les transformacions de (14.15).

4 Revisi6 dels postulats de la relativitat especial

Les transformacions (14.15) no tenen sentit si la velocitat amb qué es desplaga
el sistema inercial S’ respecte a S és c¢. Recordem que a mitja demostracio de les
formules (14.15) hem hagut de suposar |v| # ¢ i després hem deduit |v| < ¢. No
obstant aixo, quan hem enunciat el principi de relativitat, a la condici6 B), hem
exigit lexisténcia de sistemes inercials que viatgen respecte a S amb velocitat
finita qualsevol. D’altra banda, segons el corollari 14.8, f ha de transformar
hiperplans de la forma ¢ = constant en ¢’ = constant. Tanmateix, observant
(14.15), veiem que aixd no es compleix. Per tant, la teoria és contradictoria.
Aixo implica que els postulats dels quals hem partit son incompatibles. Intuim
facilment que I'tinica contradicci6é pot derivar del fet d’haver permés velocitats
qualssevol a la condicié B) del principi de relativitat.

Els dos postulats de la relativitat especial els hauriem d’enunciar conjunta-
ment, com un sol postulat, de la manera segiient:
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Postulat de relativitat i d’invariancia de la velocitat de la llum. Exis-
teix una classe privilegiada de sistemes de referéncia, cada un dels quals sera
anomenat inercial, i una constant fisica positiva ¢ amb les dimensions d’una
velocitat, que compleixen les propietats segiients:

A) Si S és inercial, també ho és tot sistema S’ immobil respecte a S que
s’obtingui de S per un desplagament d’eixos i un canvi d’origen de temps.

B) Si S és inercial, i P és un punt mobil que viatja respecte a S amb movi-
ment rectilini uniforme de velocitat donada ¥, amb ||7]| < ¢, existeix un
sistema inercial S’ que té origen P.

C) Dos sistemes inercials S i S’ son sempre equivalents.

D) Els observadors que viatgen en un sistema inercial poden enunciar les
lleis fisiques d’idéntica manera, independentment del sistema inercial on
es troben.

E) Si un observador, immobil respecte a un sistema inercial S, contempla
la propagaci6 en el buit d’un raig instantani de llum, emés per qualsevol
focus lluminds, observara que es propaga amb moviment rectilini uniforme
respecte a S.

F) El modul del vector velocitat d’un tal raig de llum és ¢, independentment
del sistema inercial.

De la redaccié primitiva, veiem que només hem modificat lleugerament la
condici6 B). Pero aquest punt ara modificat, intervenia amb el seu enunciat
primitiu en la demostracié del lema 14.4, el qual era essencial per a la de-
mostracio del teorema 14.7, que intervenia en 'obtencié de l'expressio (14.15).
;,Com es pot arreglar tot aixd? Mostrarem els canvis que s’han de fer en les
demostracions de I'apartat 3 a fi d’arribar als mateixos resultats.

3

Definici6 14.10 Un vector @ = (u',u?,u?, u*) de R* s’anomena temporal (en

anglés, time-like) si compleix la condicié
(uh)? 4+ (u?)? + (u®)? < A (uh)?.

Si considerem el con C' de R* definit per {(z', 22,23 t) tals que (z')% +
(22)2 + (2)? — *t? < 0} (figura 14.1), dir que @ és temporal equival a dir que
u € C. Aquest con consta de dues components connexes, C* i C~. Anomenem
C* la component connexa de C' continguda en el semiespai t > 0. Els vectors
temporals % tals que @ € CT seran anomenats vectors temporals positius.
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Figura 14.1
Siguin S i S’ dos sistemes inercials, i f Daplicacié de R* en R* originada
pel canvi de S a S’. Si r és una recta de R? de vector director temporal
@ = (u',u?,u?

U, U, U ,u4), com que 4/ u* continua essent vector director de r i, a més,
és temporal, r podrd parametritzar-se de la manera segiient:

rt=2i(t) =0t + b i=1,2,3
t=t,

amb (v1)2 4+ (v?)2 + (v3)? < . Aquesta recta de R? representara, per a un
observador de S, el moviment d’'un punt P(t) = (2'(t),2%(t), 2*(t)) a lespai
ordinari, que viatja amb velocitat ¥ = (v!,v?,v3) tal que ||7] < c.

La demostracio del lema 14.4 de I'apartat 3 es podra acabar de copiar en
la situaci6 d’ara i donara el resultat segiient:

Lema 14.11 Si r és una recta de R* amb vector director temporal, f(r) és
una recta de R* que també té vector director temporal.

Definici6é 14.12 Direm que un pla de R* (respectivament, un hiperpla) és
admissible si és de la forma a + H, on H és un subespai vectorial de dimensio

2 (respectivament, de dimensié 3) que admet una base formada per vectors de
Cc+.

La demostracié del lema 14.5 es pot adaptar aqui totalment i déna el lema
segiient:

Lema 14.13 Si V és un pla admissible de R*, f(V) és un pla admissible.
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Un raonament analeg prova:

Lema 14.14 f transforma hiperplans admissibles en hiperplans admissibles.
Utilitzant ara aquests lemes provarem el teorema segiient:

Teorema 14.15 f és una afinitat.

DEMOSTRACIO.  Siguin v;, ve, v3, v4 quatre vectors de C'F linialment inde-
pendents. Siguin a4, as, a3, a4 quatre eixos que passin per un origen P i que
tinguin com a vectors directors respectius vy, va, v3 1 v4. Aquests eixos, natu-
ralment, no seran perpendiculars. Siguin aq, as, a3, ay les imatges per f de aq,
as a3 i ayq. Les oy seran rectes pel lema 14.11. Sigui Q = P + vy 4+ ve + v3 + v4.
Existeix una tunica afinitat, g, que transforma els eixos a; en «;, 'origen P en
f(P),iQ en f(Q). Per provar que f és una afinitat basta provar que g~1 f és la
identitat (llavors f = g). Sigui ¢ = g~ f. ¢ compleix les propietats segiients:

a) ¢ és bijectiva.

b) ¢ transforma rectes de vector director temporal en rectes. També trans-
forma plans i hiperplans admissibles en plans i hiperplans.

¢) ¢ deixa fixos els eixos i el punt Q.

Vegem que una aplicacié amb aquestes propietats ha de ser la identitat. ¢
haura de transformar rectes paralleles de vector director temporal en rectes
paralleles. En efecte, dues rectes tals, r; i ry, estan contingudes en un pla
admissible. Per tant, ¢(r1) i ¢(re) seran coplanaries. Si o(r1) i ¢(r2) es
tallesin, ¢ no seria bijectiva.

Com que els eixos queden fixos per ¢, tota recta parallela als eixos s’ha de
transformar per ¢ en una altra recta parallela als eixos. Aix0 fa que plans i
hiperplans parallels als plans i hiperplans determinats pels eixos es transformin
en plans i hiperplans parallels a aquests.

La recta que uneix P i Q) té com a vector director w = v +vo+v3+vs € CT.
La seva imatge sera, doncs, una recta (per (b)) que haura de contenir P i Q, ja
que P i Q) queden fixos per . Per tant, ¢ deixa fixa la recta PQ. Aixo vol dir
que p(P+ Aw) haura de ser de la forma P+ pw. Considerem 'aplicacio o de R
en R que a cada A li fa correspondre el p obtingut pel procediment anterior. o
és, doncs, una aplicacié de R en R definida mitjancant . Vegem que un punt
de la forma P + \v;, per a ¢ = 1,2, 3,4, es transforma per ¢ en P + o(\)v;.
Suposem, per exemple, que i = 1. Per a \ fixat, el punt P + Av; és el punt
d’intersecci6 de l'eix P+ (v1) amb Uhiperpla P+ w+ (va, vs, v4). L'eix anterior
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queda fix per ¢, i 'hiperpla s’haura de transformar en un hiperpla parallel que
contingui el punt P+o(A\)w (que és el transformat de P+ Aw). Aquest hiperpla
és, doncs, P+ o (A)w+ (vg, vs,vs). El punt d’interseccié d’aquest hiperpla amb
Peix P + (v1) és P + o(\)vy, tal com voliem demostrar.

Provem ara que un punt z qualsevol, z = P+A'v;+...+A*vy, es transforma
per ¢ en el punt P+ o(AY)vy + ...+ o(A*)vy. En efecte, el punt = és el punt
d’intersecci6 dels quatre hiperplans

Hi:P+)\ivi+(vl...1}i...v4>,

perai=1,2.34,0on (vy...9;...v4) indica que v; no hi és. Per exemple,
H1 = P =+ )\11)1 —+ <’U2,’l)3,U4> .

Un tal hiperpla s’ha de transformar, per ¢, en un hiperpla parallel que
contingui la imatge de P+ \vy, que és P+o(A!)v;. La imatge per ¢ de H; és,
doncs, I'hiperpla P + o(AY)vy + (v2, v3,v4). La imatge per ¢ de z sera, doncs,
el punt d’intersecci6 dels quatre hiperplans P + o(A)v; + (v1...9;...v4), que
és P+ oMoy + ...+ o(A\H)vy.

Per demostrar que ¢ és la identitat, bastarad provar que o és la identitat.
Provem que o és un automorfisme del cos R, és a dir, una aplicacié bijectiva
de R en R tal que o(a +b) = o(a) + o(b) i o(ab) = o(a)o(b). Com que I'inic
automorfisme de R és la identitat, aixo provard que o és la identitat.

¢ deixa fix el punt Q' = P + v, + v2. En efecte, aquest punt és el punt
d’interseccio del pla Q + (v3,v4) = P + v1 + vy + v3 + v4 + (v3,v4) amb el
pla P + (v1,v2), 1 tots dos plans queden fixos per ¢. Amb aquesta observacio
demostrarem que o és un automorfisme sense sortir-nos del pla P + (v, vs).
En aquest pla, els eixos P + (v1) i P 4 (v2) queden fixos per ¢, la recta PQ’
queda fixa i o esta relacionat amb ¢ per (P + Av;) = P + o(A)vy. Com que
estem en dimensi6 2, prenem la recta P + (v1) com a eix de les x i la recta
P + (vg) com a eix de les y. El punt P sera l'origen, @’ sera (1,1), i (o(x),0)
sera ¢(x,0).

La figura 14.2 mostra com es pot construir geomeétricament el punt (a+b,0)
a partir dels punts (a,0) i (b,0). La figura 14.3 mostra geométricament el punt
(ab,0) a partir dels punts (a,0) i (b,0).

Suposem que totes les rectes de les figures 14.2 i 14.3 es transformen per
¢ en rectes, cosa que encara no sabem. (Només sabem que rectes de vector
director temporal es transformen en rectes.) Com que els eixos i els punts
(1,1),(0,1), (1,0) queden fixos per ¢, la imatge de les figures 14.2 i 14.3 donaria
dibuixos analegs on en comptes de (a,0) hi hauria (J(a),()), en comptes de
(b,0), (c(b),0), etc. Aixd demostraria que o(a + b) = o(a) + o(b) i o(ab) =
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Yy
0,1)
©.,0) (@,0) (5,0) (a+b,0)
Figura 14.2
y
y=x
(1,1
1,0) (0,0 (b,0) (a-b,0)

Figura 14.3
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o(a)o(b). Com que els eixos i les rectes paralleles als eixos tenen vector director
temporal, 'inica recta de la figura 14.2 que no sabem si té vector director
temporal o no, és la que uneix (0, 1) amb (b,0). Si b fos proxim a zero ([b] <€),
aquesta recta seria proxima a l’eix de les y, i per tant, tindria vector director
temporal. Per tant, en aquest cas, totes les rectes de la figura 14.2 tindrien
vector director temporal i o(a 4+ b) = o(a) + o(b). Per tant, podem enunciar
el segiient: existeix € > 0 tal que per a tot b tal que |b| < € i per a qualsevol
a es compleix o(a + b) = o(a) + o(b). No obstant aixo, d’aqui es dedueix que
aquesta ultima propietat es compleix per a tot a i tot b. Quan b és proxim a 1
totes les rectes de la figura 14.2 tenen vector director temporal i un raonament
analeg prova que o(ab) = o(a)o(b). 1

5 Conseqiiéncies de les transformacions de Lo-
rentz

Siguin S 1 S’ dos sistemes inercials tals que el canvi de S a S’ vingui donat
per (14.15). Sigui A un punt immobil respecte a S situat sobre 'eix de les z
de S, A = (A',0,0). Mostrem on és vist aquest punt per un observador de
S’ a l'instant t,. Aquest punt tindra unes coordenades (2,3, 2/, t(,) que seran
soluci6 del sistema

, Al —ut
V1—v2/c?

y'=0

Z =0

—(v/c?) At +t
V1=
Aillant ¢ a I'altima equaci6 i substituint a la primera, tenim

= AY/1—v2/c2 — ot

Resumint, el punt A és vist des de S” a 'instant ¢{, com el punt de coordenades

(Al\/mf’utg, 0, O) .

Sigui B un altre punt de S de coordenades B = (B',0,0), amb B' — A" = 1.
El segment AB té longitud 1 a S. B sera vist des de S’ a U'instant ¢, com el

th =
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punt de coordenades
(Bl 1—v2/c? — iy, 0, 0) .

Aixi doncs, un observador de S’ atribuira al segment anterior la distancia
v/1—v2/c2. Aixo vol dir que un “metre” de S, vist des de S’, no té pas
longitud 1, sind /1 — v2/c?. Per tant, les longituds s’escurcen en la direcci6
del moviment. Expliquem una mica més qué és el que aix0 significa. Suposem
que els observadors de S colloquen una barra d’l metre seguint la direccid
del moviment de l'origen de S’ (que descriu, en el seu moviment, una recta).
Imaginem ara que en el sistema S’ hi ha infinits observadors immobils, un en
cada punt de ’espai, amb rellotges sincronitzats. Imaginem que aquests obser-
vadors s’han posat préviament d’acord perqué quan els seus rellotges marquin
una hora convinguda t{,, els dos observadors que vegin cada un d’ells en aquell
moment un extrem de la barra alla on son ells, aixequin la ma. Posteriorment,
utilitzant les unitats de mesura de S’, es mesura la distancia entre els dos ob-
servadors que hagin aixecat la ma. Doncs bé, la distancia que trobaran no sera
pas 1 metre, sin6 /1 — v?/c2.

Suposem ara dos esdeveniments que tenen lloc en un mateix punt A de 5,
A= (A, A% A3), en instants de temps diferents, ¢ i t;. Aquests esdeveniments
son vistos des de S’ en els instants ¢{, i t{ donats per

_ 2) A1 .
po WA

’ V1—02/c?

Per tant,
t1 —to

V1=

Els intervals de temps es dilaten, doncs, pel moviment. Expliquem, com abans,
qué és el que aixo significa. Un observador de nom Jaume, situat a ’origen de
S, diu “ara” a l'instant inicial del seu rellotge i torna a dir “ara” al cap d’un
segon. Dels infinits observadors que hi ha a S’, 'observador que veu en Jaume
davant seu la primera vegada que diu “ara”, mira el temps ¢, que marca el seu
rellotge quan aixo succeeix. Analogament, 1’observador de S’ que veu davant
seu en Jaume quan diu “ara” la segona vegada, observa el temps ] que marca
el seu rellotge quan aixo s’esdevé. La diferéncia ¢] —t, (els rellotges de S’ estan
tots sincronitzats), no sera pas 1 segon, sin6 que sera 1/4/1 —v2/c2.

Suposem ara dos esdeveniments que tenen lloc en punts diferents de S,
A = (A, A% A%), B = (B', B?,B?), en el mateix instant de temps tg. Es a

th—ty =
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dir, sén simultanis per a un observador de S. Aquests esdeveniments seran
vistos per un observador de S’ en els instants # i t5 donats per

—(v/c?)Al + 1 v —(v/c®)B! + g .
V1= 2 V1—02/c?

Si A1 Bl els esdeveniments deixen de ser simultanis per a un observador de
’
S’

th =

6 Forma vectorial de les transformacions de Lo-
rentz

A Tapartat 4 hem vist que podiem elegir els eixos de S'i .S’ de forma convenient,
i els origens de temps, perqué el canvi de I'un a l’altre vingués donat per
(14.15). Ara ens interessaria tenir unes férmules senzilles, analogues a (14.15),
que servissin per a passar d’un sistema S a un altre S’ qualsevol, sense que ens
haguéssim de preocupar préviament de canviar els eixos de S i S’ de manera
convenient,.

Suposem, de moment, que els eixos de S i S’ estan “ben posats” de ma-
nera que valgui (14.15). Designem per 7 el vector (z,y,z) i per 7/ el vector
(a',y,2"). Volem escriure la transformaci6 (14.15) de la forma (7,t) — (7', t').
Per abreujar, designem per a l'arrel quadrada /1 — v2/c2. Llavors (14.15) es
pot escriure

1
¥ =x+ (—1>x—vt
@ a
r_
vy (14.16)
2=z
, v 1
o a
De les tres primeres equacions deduim
1
P = (( —1) z— ”t,0,0> .
a !
Ara bé, ((é - 1) T — gt,0,0) = (é - 1) xéj — Ztey, on € = (1,0,0) = % on

¥ és el vector velocitat de S” respecte a S (recordem que ¢ = (v,0,0)). D’altra
banda,
L, T
rT=r-6=—,
v
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on el punt indica “producte escalar euclidia” a R>.

S o 1 v, ot
T=r+|—-—-1)—F0v-—0.
a

Resumint, tenim

o o 1 7Tt
7 =74 ——1)— —=10
a vt (14.17)
I les seves inverses (canviant ¥ per —v) s’escriuen

S, 1 (EETI
r=r"+<(—-1 5+ — ¢ U
a v o (14.18)

Les formules (14.17) son les mateixes que (14.15) perd escrites vectorial-
ment. Com que qualsevol canvi ortogonal d’eixos respecta el producte escalar
de R?, (14.17) valdra independentment de les posicions dels eixos de S i S,
sempre que en els origens de temps coincideixin els origens. Analogament,
(14.18) son les inverses de (14.15) i valen per a qualsevol posicié dels eixos de
S 18" (amb la mateixa condici6 sobre els origens).

7 Llei de composicié de velocitats

Sigui P un punt material que es mou respecte a un sistema inercial S. Ano-
menem 7(t) el vector posici6 de P respecte a S, a l'instant t. Sigui S’ un
altre sistema inercial. Anomenem 7 (¢') el vector posici6 de P respecte a S’ a
I'instant ¢'. La velocitat @ de P respecte a S a 'instant ¢ sera

dr(t
U= art) .
dt
La velocitat @’ de P respecte a S’ a 'instant ¢’ sera
L, dr'(t)

dt’
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Per derivacio de (14.18) s’obté

s e (0 Niar . \Ja
Codt | av V1—v2/c? v? dt’ V1—v2/c? dt ’

dt 1+ (@' 7))

dt’ V1—v2/c?

Per tant, ens queda

1 il
ﬁ:—_}/2 [\/1—U2/02ﬁ'—|—(1—\/1—v2/02> “174—17} .
v/c

14+ (a’)-
Es a dir,

. 1 a'-v . L, al-v
u:1+(ﬁ’-17)/62 [( e +1)v+ 1—v2/c2(u I U>:|7

que és la llei relativista de composicié de velocitats. Si v/c? és petit, queda
14’ + U, que és la llei classica.

8 L’espai de Minkowski

Sabem que les transformacions de Lorentz que transformen ’origen en l’origen
conserven la forma quadratica de R* (2)? + (22)? + (2%)% — ¢®t2. Definim
ara a R* el segilent producte escalar g. Si X = (X', X2 X3 X9 iV =
(Y1,Y2,Y3, 74,

g(X,Y) = XY+ X224+ X3P - 2Xyt.
Proposicié 14.16 Les transformacions de Lorentz que transformen l’origen

en lorigen, conserven el producte escalar anterior. Es a dir, si f és una trans-
formacié de Lorentz que transforma l’origen en 1’origen,

9(X,Y) = g(f(X), f(Y)).
DEMOSTRACIO. Observem que
GXY) = S {g(X +Y,X +Y) = g(X, X) ~ g(¥, V)}

(aix0 es desprén de la bilinealitat de g respecte als dos arguments). Ara bé,
sabem (vegeu l'apartat 3) que f conserva la forma quadratica

(ml)2 + (mz)2 + (m?’)2 — A2 = g((:rl,ac2, x?’,t), (ml,wZ,xS,t)) .
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Per tant, f conservara g(X, X), gV, Y)ig(X+Y, X +Y). 1

Sigui C' el con de R* format pels vectors X = (z' 22, 2%,t) tals que
g(X,X) < 0. C consta de dues components connexes, CT i C~. Anome-
nem C7T la component connexa continguda en el semiespai ¢ > 0. Un vector
@ de R* tal que @ € C s’anomena temporal. Un vector @ tal que @ € C*
s’anomena temporal positiu (tot aixo ja ha estat introduit a Papartat 4).

Proposicié 14.17 Sigui f una transformacié de Lorentz que transforma I’o-
rigen en lorigen. Llavors f(Ct) = C™.

DEMOSTRACIO.  De la proposicié anterior es desprén que f(C) = C. Com
que f, pel fet de ser lineal, és continua, haura de transformar la component
connexa CT de C en una component connexa de C. Per veure que f(CT) és
precisament C, mirem on és la imatge per f del vector (0,0,0,1) de C*. Pel
teorema 14.9 (de Papartat 3), f = h’o Foh, on F és una transformaci6é donada
per les formules (14.15) (apartat 3), i ki h’ son transformacions de R* de la
forma
R'=R°xR —— R’xR=R'
(fat) E— (H(f)vt) )

on H és una isometria lineal de R amb la métrica euclidiana usual. Tindrem
£(0,0,0,1) = B'Fh(0,0,0,1) = hF(0,0,0,1),

ja que h(0,0,0,1) = (0,0,0,1). Ara bé, com que F és de la forma (14.15),
veiem (substituint a (14.15)) que F(0,0,0,1) € C*. Es evident, d’altra banda,
que K’ transforma CT en CT. Per tant, £(0,0,0,1) € C*. I

Imaginem que viatgem en un sistema inercial S. Sigui S’ un altre sistema
inercial. Els observadors del nostre sistema representen els esdeveniments per
punts de R*. Ara bé, els observadors de S’ també representen els esdeveniments
per punts de R*, perod per punts diferents dels que hem utilitzat nosaltres. Aixi
per exemple, si representem un esdeveniment pel punt 2 € R*, els observadors
de S el representaran per f(x), on f:R* — R* és la transformaci6 de Lo-
rentz donada pel canvi de sistema inercial de S a S’. Sabem que f és una
afinitat i, per tant, de la forma f(Z) = F(Z) 4+ d, amb F lineal. Designem per
{e1,e2,e3,e4} la base canonica de R47 i per €; I’element F’l(ei). Considerem
ara els quatre eixos de R* determinats per les rectes d’origen f ~1(0) i vectors
directors €;. Si y = f(x) té coordenades (y!, 4%, y3,y*) en els eixos canonics de
R*, z referit als eixos que acabem d’introduir, també té les mateixes coordena-
des (y', 52,93, y*). En efecte, f(x) =y = > v'e;, f(x) = F(z) + a. Per tant,
F(z)+a =Yyl Osigui,z = F~ (3 yle;—a)=> y'ei— F~1(a). Observem
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ara que f(F~!(—a)) = F(F~'(—a)) +a = 0. Per tant, F~'(—a) = f~1(0).
Per tant, z = > y'e; + f~1(0). O sigui, x — f~1(0) = Y y’e;. Aquest calcul
mostra que els dos punts de vista seglients son completament equivalents:

1) Els observadors de S’ utilitzen, com nosaltres, els eixos canonics de
R*. Ara bé, un esdeveniment que nosaltres representem pel punt z =
(x!, 22, 23, 2%), ells el representen pel punt f(x) = (y', 4%, v3, y?).

2) Tant els observadors de S’ com nosaltres representem un mateix esdeve-
niment per un mateix punt de R*. Ara bé, nosaltres utilitzem els eixos
canonics de R?* i assignem a x els quatre nombres (2!, 22, 23, 2%), pero
els observadors de S’ utilitzen uns altres eixos (els eixos de R* d’origen
f71(0) i de vectors directors £;). Per aquesta raé ells assignen al punt z
les coordenades (y', 32,43, y*) en lloc de les coordenades (z',z2, 23, 2*)

que li assignavem nosaltres.

Els vectors eq, es, €3, 4 compleixen

glese)) =1 sii=1,2,3; gles,eq) =—c?

glei,ej) =0 sii#j; eg €CT .

Per les proposicions 14.16 i 14.17, la base e1,¢e9,€3,64 complira, també, les
mateixes relacions.

Definici6é 14.18 Anomenarem base orto-c-normal positiva tota base de R*
que compleixi les relacions anteriors.

Si pensem R? sense cap base privilegiada, elegir un sistema inercial S és
equivalent, segons el punt de vista 2), a elegir una referéncia orto-c-normal
positiva de R*. (Aqui una referéncia vol dir una base €1, €2, €3, €4 i un origen.)
L’espai R* amb la métrica ¢ introduida abans i Peleccié de la component
connexa C* de C s’anomena espai de Minkowski.

Tots els fenomens de la cinematica de la relativitat especial no sén altra
cosa que problemes geométrics de I’espai de Minkowski.

Proposicio 14.19 (Desigualtat de Schwarz, al revés) A 'espai de Minkowski,
si U és un vector temporal i W és qualsevol, es compleix

g(v,w)* > g(v,v)g(w,w) .
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Per demostrar aquesta proposicié necessitem abans, un resultat auxiliar.
Anomenem espai de Minkowski de dimensi6 2 Despai R? dotat del producte
escalar segiient:

Lema 14.20 A I'espai de Minkowski de dimensié 2 es compleix

g(v, w)2 > g(’U, v)g(w, w)

per a v I w qualssevol.
DEMOSTRACIO. Es tracta de veure la desigualtat
(Ulwl _ c2v2w2)2 > ((01)2 _ C2(1}2)2) ((w1)2 _ C2(w2)2> ’
que, fent operacions, equival a
—2vtwlv?w?e® > —¢? (v2w1)2 - (w21)1)2 ,

que equival a
(02wh)? + (w2oh)? — 2 wlv?w? >0,

que equival a

que és certa sempre. |

Utilitzant aquest lema, demostrarem la proposicié 14.19.

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO. Considerem el subespai vectorial de R*
engendrat per v i w. Si ¥ = M llavors la desigualtat que es vol demostrar
és obviament certa (llavors és igualtat). Si no, el subespai engendrat per ¥ i
w té dimensié 2. Considerem sobre aquest subespai la métrica induida per la
métrica g de Minkowski de R*. El parell ((v, w), g) és un espai de Minkowski
de dimensié 2. En efecte, com que v és temporal, la métrica g sobre (v, w)
té index > 1. No pot tenir index 2 ja que la métrica original té index 1.
Com que ((v, w), g) és de Minkowski, el lema anterior ens dona la desigualtat
desitjada. I

Proposicio 14.21 (Desigualtat triangular, al revés) A I'espai de Minkowski
R?, si 0 i @ s6n de Ct val la desigualtat segiient:

%\/g(v—kw, v+ w) > %\/g(v,v)—k%\/g(w,w).
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DEMOSTRACIO.  Observem, en primer lloc, que si v i w € C*, llavors tant
g(v + w,v + w) com g(v,v) i g(w,w) son negatius. Per tant, les arrels son
imaginaries. En dividir-les per i s’obtenen nombres reals > 0. Elevant al
quadrat els dos membres, la desigualtat que volem provar equival a

—9(v+w,v+w) = —g(v,v) — g(w,w) = 2¢/g(v,v) Vg(w,w).
Es a dir.
9(v +w,v+w) < g(v,v) + g(w, w) +2+/g(v,v) Vg(w,w).
Ara bé, com que
9(v +w,v +w) = g(v,v) + g(w,w) + 29(v, w),
la desigualtat desitjada quedara provada si demostrem que

g(v,w) < V/g(v,v) v/ g(w,w).

Ara bé, a 'espai de Minkowski de dimensi6 2 es veu facilment que el producte
escalar de dos vectors de CT és negatiu sempre. Per tant, g(v,w), g(v,v) i
g(w,w) son negatius. Els dos membres de la desigualtat anterior (que volem
provar) son, doncs, negatius. Per tant, aquesta desigualtat és equivalent a la
que s’obté elevant al quadrat els dos membres i canviant de signe. Es a dir,

g(v,w)* > g(v,v) g(w, w).
Pero aquesta desigualtat és, justament, la desigualtat de Schwarz de la proposi-

ci6 14.19. 1

Definicié 14.22 Donats dos punts Py i P, de I'espai de Minkowski de dimen-
5i6 4, direm que P, és anterior a P; si el vector PP, és de CF.

Obviament, si P; i P, so6n arbitraris, en general ni P; sera anterior a P
ni P anterior a P;. Quan P; sigui anterior a P,, aix0 voldra dir que P; i
P, representen esdeveniments tals que, contemplats des de qualsevol sistema
inercial P; té lloc abans que P.

9 Temps propi d’'una particula

Donar un sistema inercial S equival, segons hem dit, a escollir uns eixos a R*
amb vectors directors €1, €9, €3, €4 que constitueixin una base orto-c-normal
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positiva. Suposem elegit un sistema inercial. Sigui  una recta de R* amb
vector director temporal. Una recta aixi es podra parametritzar per

P i i
{w-wt—&—b, 1=1,2,3 (14.19)

t=t,

amb (w!)? + (w?)? + (w?)? < 2. Per a un observador de S, la recta r represen-
tara el moviment d’una particula P que es mou respecte a ell amb moviment
uniforme de velocitat @. Un tal observador podra pensar que totes les rectes
de R* de vector director temporal representen moviments uniformes de parti-
cules. Ara bé, per la condicié B) del principi de relativitat, existira un sistema
inercial respecte al qual P esta immobil i és precisament 'origen d’aquest sis-
tema. Sigui S’ aquest sistema inercial. Siguin P; i P, dos punts arbitraris de
la recta r. Com que r té vector director temporal, o bé P; sera anterior a Py o
bé P, anterior a P; (definicié de 'apartat anterior). Suposem P; anterior a Ps.
Per a un observador de S’ aquests punts correspondran al seu origen, observat
en instants de temps t} i t§ amb ¢} < ¢},. Un observador de S’ representara
Py i P, per les coordenades (0,0,0,t7) i (0,0,0,t5). La distancia a Uespai de
Minkowski entre Py i Ps, calculada des de S, sera

Pl,PQ \/g Pl,PQ—Pl):iC(t/Q—tll).

Per tant, 'interval de temps ¢, — ¢ en el sistema de referéncia per al qual
P esta immobil és d(Py, Py)/ic. Ara bé, com que la distancia a lespai de
Minkowski és un concepte intrinsec, qualsevol observador, sigui on sigui, si
calcula d(Py, P»)/ic tindra Uinterval de temps t5 — ¢} en el sistema de referéncia
per al qual P esta immobil (temps propi de P). Observem, també, que l'ordre
en qué qualsevol observador veu els esdevemments corresponents a P; i P, no
depén tampoc de Pobservador (perqué P1P2 eCH).

Suposem ara una particula P que viatja amb moviment rectilini uniforme
respecte a un sistema inercial S, descrivint un segment rectilini AB a l’espai
ordinari. Suposem, perd, que quan arriba a B canvia sobtadament de direccid
i passa a descriure, a partir d’aquell moment, un altre segment rectilini BC,
també amb moviment uniforme. Siguin t4, tp i ¢ els instants en qué P passa
per A, B, i C respectivament. Un observador de S representara el moviment
d’aquesta particula per una linia trencada de R*. Siguin P4, Pg i P els punts
de R* que segons els observadors de S tenen coordenades (A% ta), (B tg),
(Ci,tc). Els vectors PaPg i PgPi soén de CF. Suposem, ara, un observador
que viatja amb la particula P. Mentre la particula viatja entre A i B, aquest
observador podra creure que viatja en un sistema inercial, i el temps transcor-
regut en aquest viatge —ell creura que esta parat i que tota la resta es mou—,
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segons el seu rellotge, sera d(Pa, Pp)/ic. Quan canvii bruscament de direccio,
notara que passa alguna cosa estranya, que el seu sistema inercial ha deixat
de ser-ho. Pero després, mentre viatja de B a C, tornara a creure que el seu
sistema és inercial i el temps transcorregut entre B i C sera, segons el seu re-
llotge, d(Pg, Pc)/ic. Postulem que el temps d’un tal observador (que no és pas
inercial) no sofreix cap salt en el punt B, és a dir, que el temps transcorregut
en tot el viatge, segons el seu rellotge, és

— (d(Pa, P5) + d(Pp, Pe))

Suposem ara una situacié una mica més complicada. Suposem que una
particula P viatja amb moviment arbitrari respecte a un sistema inercial S,
descrivint, pero, una corba diferenciable amb velocitat instantania ¢ tal que
|7 < e. Un observador de S representara el moviment de la particula per
una corba v de R* de vector tangent temporal positiu en cada punt. Siguin
P4 i Pp dos punts d’aquesta corba. Ens proposem saber quin sera l'interval
de temps, mesurat per un observador que viatja amb la particula P, entre els
dos esdeveniments representats per P4 i Pp. Naturalment, com que aquest
observador no viatja pas en un sistema inercial, caldra algun postulat nou per
al nostre proposit.

Prenguem n—1 punts sobre la corba v, P, ..., P,_1, situats entre P4 i Pp, i
considerem la trencada de R* formada pels segments PoPy, P\ P>, ..., P, _1Pp.
Aquesta trencada correspondra al moviment d’una particula P’ que viatja en
una trajectoria “proxima” a P. El significat de “proxima” no el precisem aqui.
Per a un observador que viatgés amb P’, el temps entre els esdeveniments Py
i Pp seria

1

= (d(P4, P) +d(Py, By) + . d(Par, Pp))
Postulem ara que a trajectories proximes els corresponen temps propis proxims
i que, per un pas al limit que és precisament la mateixa definicié de longitud
d’una corba, tenim que l'interval de temps entre els esdeveniments P4 i Pp,

mesurat per un observador que viatja amb P, és
1
—longitud de vy entre P4 i Pgp.
ic

Una vegada arribats a aquesta conclusio, podem refondre els diversos postulats
que hem anat introduint en aquest apartat en un de sol que digui el segiient:
el temps entre dos esdeveniments P4 i Py mesurat per un observador el mo-
viment del qual vingui representat per una corba ~ de l'espai de Minkowski,
diferenciable a trossos, amb vector tangent temporal positiu en cada punt, és
la longitud de « entre P4 i P multiplicada pel factor 1/ic.



14.10. Interpretacidé de diversos problemes a I’espai de Minkowski 247

(0,t,)=P
28
> \00}2
P Sty

Figura 14.4

Molts consideren aquest postulat la definicié de temps propi. Des d’aquest
punt de vista, el postulat consistiria a creure que el temps que ells han definit
és el temps que marcara un rellotge que viatgi amb 'observador.

10 Interpretacié de diversos problemes a ’espai
de Minkowski

Abans ja hem dit que tots els problemes cinematics de la relativitat especial es
tradueixen sempre en problemes de geometria a ’espai de Minkowski. Vegem-
ne uns quants exemples.

Exemple (El temps passa més a poc a poc quan es corre) Siguin S i .S’ dos
sistemes inercials tals que els eixos de les z i de les 2’ coincideixen i que als
instants inicials coincideixen els origens. Un observador de nom Jaume situat
a l'origen de S diu “ara” a l'instant ¢ = 0 del seu rellotge i torna a dir “ara”
a linstant ¢y del seu rellotge. Mesurem a S’ linterval de temps entre els
esdeveniments segiients:

1) Un observador de S’ veu al seu davant en Jaume quan diu “ara” la primera
vegada.

2) Un altre observador de S’ veu al seu davant en Jaume quan diu “ara” la
segona vegada.
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t
X
t =E
x=1
X
(L,vl) )
t=vx/e?
Figura 14.5

Com que es tracta d’un problema unidimensional, prescindim de les coor-
denades y, z. Els observadors de S representaran el moviment de 'origen de S’
per la recta v d’equacié x = vt (és a dir, t = x/v). Aquesta recta sera leix t'.
L’eix de les 2’ sera perpendicular (per la métrica de Minkowski) a I’anterior i
passara per l'origen. (A la figura 14.5 dibuixem aquestes rectes perpendiculars
segons la métrica euclidiana, si bé s’ha de tenir en compte que, en realitat, son
perpendiculars segons la métrica de Minkowski.) Com que ¢ = /v té (1,1/v)
com a vector director, la perpendicular tindra (1,v/c?) com a vector director.
Sera, dones, t = (v/c?)z. El primer esdeveniment té coordenades (0,0) en les
dues referéncies. El segon esdeveniment vindra donat pel punt P de coordena-
des (0,tp) en la primera referéncia. Sigui P’ la intersecci6 de v amb la recta
t’ = constant, que passa per P. El temps que busquem és el temps propi de
entre (0,0) i P'. Totes les rectes ¢ = constant son paralleles a l'eix z’. Son,
doncs, de la forma t' = (v/c?)x + constant. Perqué passi per P haura de ser
que per a x = 0 sigui ¢t = ty. Sera, doncs, t' = (v/c*)x +to i P’ tindra les
coordenades segiients (a S):

Uto to
1—v2/c2’1—v2/c2 )"
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La norma de OP’ dividida per ic sera, doncs,

to
VI—v2/c?

Aixi obtenim per un procediment geomeétric el mateix resultat que ja haviem
trobat a 'apartat 5.

Si som a S’, Uinterval de temps to de S (la gent de S es mou respecte a
nosaltres) és més curt que el nostre interval de temps 7. El seu temps passa,
doncs, més a poc a poc que el nostre.

Exemple (Les distancies d’un objecte que es mou son més curtes quan esta
en repds) Suposem, com abans, un sistema inercial S. Posem una barra rigida
de longitud [ sobre l’eix de les x. Suposem, com abans, que un altre sistema
inercial S’ es mou respecte a S amb velocitat v, i que el moviment té lloc en la
direcci6 dels eixos x i 2’ dels dos sistemes. Suposem, a més, com abans, que per
a t =t' = 0 coincideixen els origens. Suposem que els dos extrems de la barra
rigida en repos respecte a S son = 0 i x = [. Prescindim, com abans, de les
coordenades y, z, ja que volem estudiar un problema unidimensional, només
sobre l'eix de les x. Els observadors de S representaran el moviment de ’origen
de S’ per la recta x = vt de V'espai de Minkowski, és a dir, ¢ = x/v, la qual
sera leix de les ¢’ per als observadors de S’ (figura 14.5). L’eix de les 2’ sera la
recta perpendicular a t = x/v per l'origen, o sigui t = vz /c®. Els dos extrems
de la barra vindran representats en tot moment per les rectes paralleles z = 0,
x = 1. Larecta t = vz/c? (que és l'eix de les 2') s’intersectara amb les dues
rectes x = 0 i = [ en els punts (0,0) i (I,vl/c?). La distancia d de la barra
mesurada pels observadors de S’ sera la distancia a Pespai de Minkowski entre
aquests dos punts, és a dir,

d=+1-2v2/c?1.

Per als observadors de S’, la longitud de la barra, que segons ells es mou, és
més petita que la longitud [ que aquesta barra tenia en el sistema S (en repos).
Aquest és el mateix resultat obtingut a apartat 5.

Exemple (La paradoxa dels bessons) Siguin en Pere i en Joan dos germans
bessons. Suposem que en Pere esta situat en un sistema inercial S i que en Joan
agafa un coet i comenca a viatjar amb moviment rectilini i uniforme respecte
a en Pere, en la direcci6 de l'eix de les  de S. En un determinat moment es
para sobtadament i torna endarrera amb velocitat contraria, fins a retrobar el
seu germa. Veurem que quan en Joan i en Pere es retroben, en Joan és més
jove que en Pere. Per tant, els dos germans han deixat de ser bessons.
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A x
Figura 14.6

En Pere és sempre en el sistema inercial S. Representara tots els esdeve-
niments a 'espai de Minkowski de coordenades (z,t). Com que esta parat a
lorigen de S, la seva vida esta representada per 1’eix de les t. En canvi, el mo-
viment d’en Joan sera representat per les dues rectes t = z/vit =x/(—v)+a,
on a és l'instant de temps en qué canvia el moviment. Siguin A, B i C els
punts de l'espai de Minkowski que indica la figura 14.6. El temps propi d’en

Joan sera, 1

mentre que el temps propi d’en Pere és (1/ic)d(A,C). En virtut de la propo-
sici6 14.21 (desigualtat triangular a lespai de Minkowski) es té

1 1
ic ic
Per tant, en Joan és més jove que en Pere. (Tingueu en compte que perqué a
la desigualtat anterior valgui el signe igual, B ha d’estar sobre la recta AC, i
no és aquest el cas.)



Capitol 15

Dinamica de la relativitat especial

1 Impulsié i forca de Minkowski

Abans d’abordar la dinamica de la relativitat especial, fem un breu resum de la
dinamica classica d’una sola particula que hem exposat al capitol 7. Recordem
que a cada particula material se li assignava, per un procediment fisic, un
nombre real positiu m que anomenavem massa de la particula. Si la particula
es movia, anomenavem quantitat de moviment (en cada instant de temps) el
vector P = md, on v era la velocitat de la particula i m la seva massa. Déiem,
també, que quan una particula es movia estava subjecta a la forca

Les forces es manifestaven, doncs, produint acceleracions a les particules. Més
endavant (capitol 9) hem donat les lleis que regulaven el xoc de particules.
Déiem que quan dues particules xoquen la quantitat de moviment del sistema
(suma de les quantitats de moviment de cada particula) roman constant abans
i després del xoc. En altres capitols hem donat lleis que afirmen D'existéncia
de forces i en donen 'expressié. Per exemple, la llei de gravitacié universal
(capitol 11) o la llei de Lorentz que tracta de la forga a qué esta sotmesa una
particula de carrega eléctrica ¢ situada en un camp electromagnétic (capitol 13).
Ara ens proposem revisar tots aquests conceptes i lleis des del punt de vista
de la relativitat. La llei de gravitacié és la més dificil de formular en el marc
de la relativitat. Einstein va trigar molts anys a incorporar-la a la seva teoria
i, per fer-ho, va haver de crear el que ell va anomenar relativitat general. La
resta de la dinamica que no contempla la gravitacié forma part d’allo que es
coneix com a relativitat especial. Es d’aixo tltim que ens volem ocupar ara.

251
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Recordem que al capitol anterior hem postulat I’existéncia d’una classe
privilegiada de sistemes de referéncia, que hem anomenat inercials, amb la
propietat que els observadors que viatgen en qualsevol d’aquests sistemes poden
formular les lleis fisiques d’idéntica manera. Tractem ara de copiar tot allo que
puguem de la dinamica classica, canviant només el que sigui incompatible amb
el principi anterior o amb el d’invariancia de la velocitat de la llum.

Podriem comencar igual que hem comengat la dinamica classica: a tota
particula material se li assigna, per un procediment fisic, un nombre real positiu
m que anomenarem massa de la particula. Per a aquells lectors que hagin sentit
parlar ja de relativitat i algta els hagi dit que la massa d’un cos canvia amb
la velocitat, afanyem-nos a precisar que la massa m de qué parlem aqui és la
massa en repos. Si al lector no li interessa especialment que se li detalli quin
procediment fisic es fa servir per assignar a cada cos la seva massa m, pot
ignorar els dos paragrafs que vénen a continuacio.

Parlem, doncs, del procediment fisic utilitzat per a assignar a cada cos
material la seva massa. Al capitol 7 véiem que per fer aixo només calia tenir
un criteri fisic que ens permetés decidir, entre dos cossos donats, quin té una
massa més gran. Basant-nos en aquell resultat, basta que expliquem quin
criteri farem servir, en el marc de la relativitat especial, per decidir, entre dos
cossos donats, a quin se li ha d’assignar una massa més gran. Donem, de
moment, el criteri provisional segiient: ens emportem els dos cossos que volem
comparar a un sistema inercial. Els llancem I'un contra l’altre de manera que
els dos es moguin sobre una mateixa recta amb velocitats (respecte al sistema
inercial on som) d’igual modul perd de sentit contrari. Observem el moviment
dels dos cossos després del xoc i comparem la seva velocitat després del xoc
amb la que tenien abans del xoc. El cos que hagi experimentat una variacié
més gran de velocitat és (segons el criteri que estem definint) el cos al qual
se li ha d’assignar una massa més petita. Postulem que el resultat d’aquest
experiment no depén del sistema inercial on el realitzem. Perqué aquest criteri
que acabem d’enunciar no sigui contradictori amb la teoria que desenvoluparem
a continuacid, hauriem de prendre, pero, precaucions suplementaries. Hauriem
d’exigir, pel cap baix, que el xoc de particules en qué es basa la comparacié
de masses fos elastic. ;Per qué no hem pres precaucions d’aquesta mena quan
hem enunciat un criteri semblant en el marc de la mecanica classica (capitol 7)?
Doncs perqué en mecanica classica la quantitat de moviment es conserva en tota
mena de xocs, elastics o inelastics. En canvi, aqui no es conservara, en general,
ni en els primers ni en els segons (es conservara una altra quantitat de moviment
més general, la de Minkowski). Observem, pero, que el xoc en 'experiment que
hem proposat no és “qualsevol”, sin6 molt simétric. Hauriem de tenir, almenys,
la precaucio que el xoc fos elastic perqué veurem més endavant que en els xocs
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inelastics 'energia cinética es pot invertir a augmentar la massa.

I qué voldria dir, aqui, que el xoc fos “elastic™ Si haguéssim de respondre
a aquesta pregunta ara mateix, utilitzant només els conceptes que hem defi-
nit fins ara, ens hauriem d’acontentar amb unes quantes vaguetats: “Doncs,
...., doncs que, ...... , doncs que rebotin com boles de billar, que ....... , que no
s’observi despreniment de calor en el moment del xoc”. Una dificultat encara
més important que el fet de no saber definir amb precisi6 qué entenem per
xoc “elastic” seria la segiient: el fet que dos cossos xoquin de manera elastica
0 no, sol dependre de la naturalesa dels cossos. Dificilment nosaltres podrem
intervenir per “fer-los xocar elasticament”. Aixi doncs, el criteri provisional
que hem intentat definir per comparar la massa de dos cossos “qualssevol” pot
presentar dificultats. Observem atentament, pero, el teorema del capitol 7 que
ens dona (en la seva demostracio) el procediment per a assignar a cada cos la
seva massa a partir d’un criteri de comparacié. En aquell procediment hem
de partir d’un cos U que és la unitat de mesura, i de cossos Uy, Us, Us,... de
masses respectives 1/2,1/22,1/23,... Hem de disposar de diversos exemplars
dels cossos U, Uy, Us, ... que anomenarem, des d’ara, patrons. Per mesurar la
massa d’un cos qualsevol K, hem de comparar el cos K amb els cossos patrons
pel criteri de comparacié que utilitzem. Ens adonem, doncs, que no cal saber
comparar dos cossos qualssevol, sind que basta saber comparar un cos qualsevol
amb els patrons. Postularem, doncs, que tenim diversos exemplars d’una fami-
lia de patrons U,Uy,Us, ... tals que sempre que apliquem el criteri provisional
anterior de comparacié entre un cos qualsevol i un exemplar qualsevol d’un
mateix patrd U;, obtenim sempre el mateix resultat. Aquest postulat vol dir
intuTtivament que quan fem xocar un cos qualsevol K amb un exemplar qualse-
vol d’un patro, el xoc és de naturalesa tal que la “massa” de K no s’augmenta o
disminueix en el xoc, perqué si aixd ocorregués, en repetir de nou 'experiment
amb aquell mateix patré i amb altres exemplars diferents del mateix patrd, no
trobariem pas el mateix resultat. Amb aquest postulat descartem, doncs, els
xocs “dolents” entre un cos qualsevol i un patrd.

Una vegada hem assignat a cada particula la seva massa, se’ns podria acudir
de definir la quantitat de moviment P relativa a un sistema inercial, igual que
en mecanica classica, com el vector P = mu, on U és la velocitat de la particula
relativa al sistema inercial. I se’'ns podria océrrer postular, com en mecanica
classica, que la quantitat de moviment del sistema roman constant abans i
després del xoc.

Voldriem fer palés, ara, que el plantejament anterior és del tot illicit en
relativitat perqué contradiria els principis cinematics que hem acceptat al capi-
tol anterior. Per veure-ho, situem-nos en un sistema inercial i imaginem, per
exemple, dues particules materials de masses respectives m i 2m, i velocitats
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respectives 4 i —u, oposades, que xoquen frontalment. Si ens situem en la recta
que uneix les dues particules, com que el moviment és unidimensional, podem
substituir els vectors per escalars i escriure u i —u. En el xoc elastic classic
les particules surten, després del xoc, amb velocitats respectives —5u/3 i u/3.
Observem que la quantitat de moviment abans del xoc és

P =mu—2mu=—mu ,
i la quantitat de moviment després del xoc és

- 2
P = 5;nu+%:—mu.

Observem ara el mateix fenomen des d’un altre sistema inercial que viatja
respecte al primer amb velocitat constant de manera que el moviment té lloc
sobre 'eix de les  del primer i de les 2’ del segon. Continuem substituint els
vectors per escalars, i designem per v la velocitat d’aquest segon sistema, S’,
respecte al primer sistema S que teniem. Apliquem les formules de transforma-
ci6 de velocitats obtingudes al capitol anterior. Una particula que viatja amb
velocitat u respecte a S tindra velocitat u’ respecte a S’ donada per

1
u = 171“}(’114 — U) .
2
La quantitat de moviment del sistema abans del xoc, mesurada des del segon
sistema seria

mentre que la quantitat de moviment després del xoc seria

m 5 2m U
~Buw \ 3" *@(5‘“) !
5 9 2

1+ 3c2 3c

que no coincideix pas amb 'anterior llevat del cas v = 0.

O sigui, que si bé en un sistema inercial la quantitat de moviment (classica)
roman constant abans i després del xoc, en un altre aixo pot deixar de complir-
se. Aixo fa que no puguem acceptar una llei fisica que es basi en la conservacid
de la quantitat de moviment abans i després del xoc, ja que en virtut del principi
de relativitat que hem acceptat al capitol anterior les lleis fisiques han de poder
ser formulades d’idéntica manera des de qualsevol sistema inercial.
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Com que una copia pura i simple de la dinamica classica no és compatible,
doncs, amb els principis acceptats al capitol anterior, tractarem de fer-ne una
coOpia intelligent, tot conservant-ne ’esperit.

Recordem que el moviment de qualsevol particula déna lloc a una corba de
I’espai de Minkowski de vector tangent temporal, la qual es pot parametritzar
pel temps propi 7 de la particula (que és un parametre intrinsec que no depén
de cap sistema inercial). Sigui, doncs, ¥(7) la corba a lespai de Minkowski
corresponent al moviment d’una particula material. Anomenarem velocitat de
Minkowski de la particula el vector d¥(7)/dr, i acceleracié de Minkowski el vec-
tor d?y(r)/dr?. Aquests vectors pertanyen a un espai de quatre dimensions,
a diferéncia de les velocitats i acceleracions classiques que sén conceptes tridi-
mensionals. Si una particula de massa m es mou i el seu moviment correspon
a una corba J(7) de lespai de Minkowski, anomenarem impulsié de Minkowski
(o, també, quantitat de moviment de Minkowski) corresponent a un instant 7
del temps propi de la particula el vector P = md¥/dr. Anomenarem forga de
Minkowski el vector dP/dr = md>¥(r)/dr2. Postulem que quan dues parti-
cules xoquen la impulsio (de Minkowski) del sistema (suma de les impulsions
de les dues particules) roman constant abans i després del xoc. Observem que
la corba 7(7) de l'espai de Minkowski associada al moviment d’una particula
(corba que representa la vida de la particula) és un concepte geométric que no
depén de cap sistema de referéncia. En efecte, tal com explicavem a I’apartat
8 del capitol anterior, els esdeveniments sén punts de ’espai de Minkowski i
els diversos sistemes inercials donen lloc a diverses referéncies d’aquest espai,
per la qual cosa les coordenades d’aquests punts si que varien en canviar de
sistema inercial, si bé el punt sempre és el mateix. Aixi doncs, la vida de
qualsevol particula ve representada per una corba de ’espai de Minkowski que
és independent de qualsevol sistema inercial, encara que la representacid en
coordenades que se’n fa si que depén del sistema inercial elegit. El temps propi
T, que és una espécie de parametre arc, també és un concepte geométric in-
dependent de qualsevol referéncia. El vector tangent d¥/dr no dependra, per
tant, de cap sistema inercial. Aixd mostra que la llei que acabem de formular
no depén de cap sistema inercial, tal com exigeix el principi de relativitat del
capitol anterior.

(Quina relacié hi ha entre les velocitats de Minkowski i les usuals? ;I
quina relaci6 hi ha entre la impulsié de Minkowski i la quantitat de moviment
usual? Vegem-ho. Situem-nos en un sistema inercial. El moviment d’una
particula respecte a aquest sistema vindra donat per la corba de R* donada
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parameétricament per

on (v'(t),7%(t),¥*(t)) som les tres coordenades de la particula a linstant ¢ del
rellotge del sistema inercial (recordem que al capitol anterior un sistema de
referéncia significava ’eleccié de tres eixos perpendiculars a l’espai ordinari i
un rellotge per a mesurar el temps). El temps ¢ del sistema inercial es podra
expressar en funcio del temps propi 7 de la particula. La mateixa corba anterior
parametritzada per T, sera

La velocitat de Minkowski sera, doncs,

L dy (A &y Ay
4 = —t = -4 4 X
dr dr ’ dr

dt
1,2 1
= (v, 0?03 )dT ,

1,2

T dr

ﬁ
" dr

dt

_ (4 dy?
S\ dtdt ) dt’ ) dr

)

on ¥ = (vi,v?,0%) és la velocitat usual de la particula respecte al sistema

inercial. Per la definicio de temps propi (capitol anterior)

d’on
dr
dt

, tindrem
/ d’y d’y
e d{ d{
o2 4
dt’ dt
7/0277‘]37 1)’(1)1’1}27’0371))

1

_ 1
ic\/g((v
%1/02 —7}2 —

on v = /(N2 + (12)2 + (v3)2 = ||7]|. Per tant,

U

1

V1—0v2/c?

(v', 0%, 03, 1) .
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La impulsi6 de Minkowski de la particula sera
m

V1—v%/c?

on m és la massa de la particula. Les tres primeres components d’aquest vector
donen lloc al vector tridimensional

75’: (/Ul’vz’v?)?]‘)’

N m _
=7,
P V1 —v2/c?

que depén, obviament, del sistema inercial i que coincideix aproximadament
amb el vector classic de quantitat de moviment, mu, per a velocitats petites.
El vector p coincideix exactament amb la quantitat de moviment classica que
tindria una particula de massa

m

Estudiem ara la quarta component del vector 73, que és justament M. Des-
envolupant per Taylor la funcié 1/+/1 — 22 a lorigen, tenim

1 z?
=1+=+...

V1—a? 2

Veiem, doncs, que una primera aproximacio de la quarta component de P és

m - 1/1
——=m+ 5 | v,
Vo2 2 \2

o sigui, la massa augmentada amb D’energia cinética tradicional, dividida per
2
.

2 Equivaléncia de massa i energia

Estudiem, en primer lloc, el xoc de dues particules de la mateixa massa m
que es mouen amb velocitats iguals i oposades respecte a un sistema inercial.
Elegim els eixos del sistema inercial de manera que el moviment de les dues
particules tingui lloc sobre 'eix de les . Suposem que les particules tenen
respectivament velocitats v i —v abans del xoc. La impulsi6 de Minkowski
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abans del xoc sera

mu m mu m
7030’ + 77707077
<\/1—02/02 \/1—1}2/62> ( V1 —v2/c? \/1—02/02>
N L
V1—v2/c?

Si anomenem vf i v4 les velocitats després del xoc, la impulsié després del xoc
sera

mu’y

/
L,O,QL + ,0,0, m
\/1—’0/%/62 \/1—’0/%/62 \/1—1}’%/02 1—11’%/02

Igualant, obtenim

muv’y muv’y

+ =0
12 /.2 12 /.2
\/1—111/0 \/1—1)2/0
m m 2m
+ = e
12 /.2 12 /.2 —v4/c
\/1—111/0 \/1—1)2/0
Aquest sistema, on v} i v) son incognites, té per solucions vh = —v] = tw.
No costa gaire de veure que aquestes son les tniques solucions. Un examen
fisic de la solucié vy, = —v] = —v ens fa desestimar-la, perqué suposaria que
2 1 , berq p q
les dues particules es travessen mutuament. L’tnica solucié que ens queda és
vh = —v] = v, que és la mateixa soluci6 que corresponia al xoc elastic en

mecanica classica.

I el xoc inelastic? ;Es que el xoc inelastic no té cabuda dins la teoria de
la relativitat? Aparentment sembla que no, ja que la solucié que consisteix en
el fet que les dues particules romanguin juntes després del xoc amb velocitats
nulles no apareix pas en el plantejament anterior. Per tant, en el raonament
anterior alguna cosa hem fet malament o bé hem utilitzat implicitament alguna
hipotesi addicional no justificada convenientment.

Si s’aconseguis que les dues particules romanguessin juntes després del
xoc amb velocitats nulles, la impulsi6 de Minkowski després del xoc seria
(0,0,0,m'), on m’ és la suma de masses de les dues particules. Com que
la impulsié abans del xoc era

07070727”1 ’
V1—v2/c?
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perqué es conservés la impulsié hauria de succeir que

;o 2m
V1=

Dit d’una altra manera, hauriem d’admetre que la massa després del xoc és
superior a la massa 2m del sistema abans del xoc (en el planteig que hem fet
abans hem suposat implicitament, sense justificacié convenient, que la massa
es conservava abans i després del xoc). La diferéncia de masses del sistema
abans i després del xoc seria justament

m —2m=2m| ————— 1] ¥ 2m-— = —(mv?).

V1 —v2/c? - 22 2

Aixi doncs, m' — 2m és aproximadament igual a I’energia cinética classica de les
dues particules abans del xoc, dividida per ¢?. Hauriem d’admetre, per tant,
que ’energia cinética s’inverteix a augmentar la massa del sistema.

Si les dues particules romanen juntes després del xoc, o bé s’augmenta la
massa del sistema en una quantitat aproximada a ’energia cinética classica, o
bé aquesta energia es transforma en calor. En qualsevol cas hem d’admetre que
tota forma d’energia (cinética, calorifica, etc.) equival a massa multiplicada per
c?. Si no admetéssim aixo, hauriem de renunciar al principi de conservacié de
la impulsié de Minkowski en tota mena de xocs.

Aixi doncs, des d’ara anomenarem energia en repos d’una particula o d’un
sistema de massa m la quantitat £ = mc?. Anomenarem energia d'una parti-
cula o d’un sistema de massa m respecte a un sistema inercial la quantitat

mc? 5 1
— =mc® + —mv° +...
V1 —v2/c? 2

T

O sigui, l’energia d’una particula és igual a l’energia en repds més un terme
T que coincideix molt aproximadament amb l’energia cinética classica per a
velocitats petites. A més, quan v = 0 'energia coincideix amb l’energia en
repos. Segons aquestes definicions, I’energia (que és un concepte que depén del
sistema inercial on és mesurada) és la quarta component del vector impulsio
de Minkowski multiplicada per c?, quan s’expressa aquest vector impulsié en
la referéncia de 'espai de Minkowski a qué dona lloc el sistema inercial on es
mesura aquesta energia.

Resumint, el vector impulsié de Minkowski P és un vector intrinsec de
Pespai de Minkowski. Ara bé, elegit un determinat sistema inercial (que equival
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a lelecci6 d’una referéncia orto-c-normal de Pespai de Minkowski), les tres
primeres components de P respecte a aquesta referéncia constitueixen el vector

tridimensional
mu

ﬁ —
- 9
V1—0v%/c?
que s’anomena impulsi6 respecte al sistema inercial. La quarta component de

P és l'escalar
m

)
V1—v2/c?
que és E/c%, on E és I'energia, concepte que depén, doncs, del sistema inercial.
En tota mena de xocs es conserva la suma d’impulsions de Minkowski de les

dues particules abans i després del xoc. Un xoc es diu elastic quan, a més, es
conserva la suma de masses de les dues particules abans i després del xoc.

3 Les quatre components del vector forca de
Minkowski

Recordem que hem anomenat forga de Minkowski corresponent a una particula
de massa m el vector F = d73/d7', on P & la impulsié de Minkowski i 7 el
temps propi. Fixem un sistema inercial, el qual donara lloc a una referéncia
orto-c-normal de ’espai de Minkowski. Respecte a aquesta referéncia, P te
quatre components,

P =000 B/P).
El vector forca de Minkowski F tindra, també, quatre components,

F=(F'F? F* F").

Les tres primeres components donaran lloc a un vector tridimensional que de-
signarem per f:

f=

_dpde_d m 1
Cdt dr dt VI—v2/2 ) \JT—v2]2

&‘&
RS

Ara bé,

d( mi >: mdg/dt +m75(1_v2/02>732£.

dt \ /1 —v2/c? V1—v2/e2 c? i
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Per a velocitats petites i acceleracions no massa grans, els termes v?/c? i
(7/¢%)(dv/dt) son menyspreables. Llavors el vector f coincideix molt apro-
ximadament amb la forga de Newton mdv/dt.

Estudiem ara la quarta component, F4, del vector F. Tenim

d (F
Ff=—(=).
dr (02)
2

F* és, doncs, la variacié d’energia respecte al temps propi, dividida per c2.
Si volem obtenir una altra expressié de F*, procedim de la manera segiient.
Observem en primer lloc que F i el vector velocitat de Minkowski @ sén per-
pendiculars. En efecte, si ¥(t) és la corba a l’espai de Minkowski que correspon
a la vida de la particula, tindrem

dy dy dt _ dy ic

dr —dt dr  dt \/g(dy/dt, dy/dt)

Per tant,

02

g (dy/dt, dy/dt)

Derivant ara respecte a 7, tindrem

g (d7/dr, dy/dr) = g(dy/dt, dy/dt) = —c* .

>y dy
29(=—, —)=0
g(d7'2 dT)
Com que d¥/dr = @, multiplicant per m tindrem
g(F, i) =0.

El vector @ té com a components

. . dt
= (vl 0?03, 1)—

dr’
on v’ = dv'/dt. Per tant,

0 =g(F, @) =Flu! + F2u2 + F3u3 — 2F4y4

_pgdt _pd (B d
B UdT CdT c2 ) dr’



262 15. Dinamica de la relativitat especial

D’on IE
P

Per tant,
dE dFE dr >
— = — — = f-0y1—-v2/c2.
dt dr dt / /
El segon membre d’aquesta expressié coincideix, per a velocitats petites, amb

la poténcia classica. Anomenem, doncs, poténcia relativista de la particula
respecte al sistema inercial escollit la quantitat

W=f.7y/1-0v2/2.

L’expressi6 anterior ens diu, igual que en mecanica classica, que la variacié

d’energia és la poténcia. Llavors F'* es pot interpretar aixi:
I d<E)1dEdt 1

~w\@) e aa e

c2



Capitol 16

Dinamica relativista de fluids:
el tensor d’impulsié-energia

1 Densitat de massa-energia

Suposem un fluid en moviment respecte a un sistema inercial S determinat. En
el capitol corresponent a la mecanica de fluids classica suposavem que existia
una funcié p(z,t) (funcié de z = (2!, 22, 23) i del temps t) que complia

m(vit) = [ sl by,

on V era una regié mesurable de I'espai i m(V,t) era la massa del fluid contingut
a la regio V a linstant ¢. dz era ’element de volum, dz' A dz? A dz?, de R®.
Aquesta funcio p(z,t), que suposavem diferenciable, 'anomenavem densitat.
Si xg era un punt qualsevol de 'espai, ¢y un instant de temps i Vj era la bola
de centre x i radi §, véiem que es complia

. m(V:S, tO)
To,tg) = lim ——=
plzo,to) = lim T
la qual cosa donava una interpretaci6 fisica de la densitat. Ara, en relativitat,
hem identificat els conceptes de massa i energia. Fixat un sistema inercial
S, suposem que existeix una funci6 diferenciable p(x,t) que per a cada regié
mesurable V' de I'espai ordinari R*, compleix

m(V, ) = /V ol t)d,

on m(V,t) indica la massa-energia del fluid contingut a la regio V' a l'instant
t. Com que el concepte de massa-energia depén del sistema inercial escollit,
p(z,t) en depén també.

263



264 16. Dinamica relativista de fluids: el tensor d’impulsié-energia

Sigui P una particula qualsevol que es mou amb el fluid. En un instant
qualsevol del seu temps propi considerem un sistema inercial S’ tal que a l’ins-
tant ¢’ = 0 el seu origen coincideixi amb la particula P i tal que la velocitat de
P respecte a S’ sigui nulla en aquell instant. El sistema inercial S’ s’anomenara
sistema propi de P a l'instant 7, i queda determinat llevat de canvis ortogonals
d’eixos a ’espai. Mesurant la densitat de massa-energia del fluid des de S’,
a lorigen de S’ i a I'instant ¢/ = 0, obtindrem un nombre o que s’anomena
densitat propia del fluid, a la particula P i a I'instant 79 del seu temps propi.
Aquesta densitat propia només depén de la particula P i del seu temps propi.

Si o és la densitat propia del fluid a la particula P en un instant 7 = 0
del seu temps propi i p és la densitat de massa-energia del fluid a la mateixa
particula i al mateix instant, mesurada des d’un sistema inercial S, es compleix
o= (1-12v%/c*)p, on v és el modul de la velocitat de P respecte al sistema
inercial S en aquell instant. En efecte, el sistema inercial propi de P en aquell
instant, S’, es mou respecte a S amb velocitat de modul v. Com que les
longituds es contreuen en la direccié del moviment pel factor /1 — v2/c? i com
que la massa-energia augmenta pel factor 1/4/1 — v2/c2, la densitat de massa-
energia, que és un quocient de massa-energia entre volum, augmentara segons
el factor 1/(1 —v?/c?) en passar de S” a S. Per tant, p = (1/(1 —v?/c?))o.

2 Vector densitat de forca exterior

En el capitol de mecanica classica de fluids consideravem que la forca exterior
que actua sobre el fluid ve donada en cada punt x i cada instant de temps ¢ per
un vector f (x,t) que anomenavem densitat de forga exterior, de manera que
la forga exterior total que actua sobre un cert domini V' de l’espai a l'instant ¢

vingui donada per

F(V,t)= /Vf(x,t)dx.

— —

Suposavem, a més, que f(x,t) depén diferenciablement de z it. f(x,t) es podia
interpretar de la manera segiient:

= F(Vy,t)
z,t) = lim —=2—=
f( ’ ) A—0 vol V,\ ’
on V) és la bola de centre x i radi .
Ara volem definir un concepte analeg en relativitat. Suposem un fluid en
moviment. Sigui S un sistema inercial qualsevol al qual referim el moviment
i respecte al qual cada esdeveniment és representat per un punt (z,t) de R
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Donat un punt (zg,tg), considerem la particula P del fluid que a I'instant g
es troba en el punt zg. Sigui S’ un sistema inercial tal que a U'instant ¢’ = 0 el
seu origen coincideix amb la particula P i que la velocitat de P respecte a S’
és nulla en aquell instant (sistema propi de la particula P en aquell instant).
Sigui f la densitat de forga exterior a l'origen de S’ a 'instant ¢’ = 0, mesurada
pels observadors de S’. O sigui,

- F(W)
F =t v

(16.1)

on F(Vy) és la forca exterior (de Newton) que actua sobre la bola Vy de centre
Porigen i radi A (bola usual de 'espai de 3 dimensions en el sistema inercial
S’). El sistema inercial S’ dona lloc a una referéncia de I'espai de Minkowski
d’origen (zg,tp). Sigui H' I'hiperpla ortogonal a l'eix ¢’ (per la meétrica de
Minkowski) que passa per (xg,tp). El vector fdeﬁnit per (16.1), com que
és un vector de l'espai dels observadors de S’, donara lloc a un vector de R*
contingut a H’, vector que continuarem designant per f Aquest altim f sera
el vector de ’espai de Minkowski que en les coordenades (z'!,2'%, 23 t') té
com a components (f1, f2,f3,0), on f1, f2, f3 son les components de la forca
fdonada per (16.1), en la referéncia S’.

—

Aixi doncs, per a cada (xg,tp) tenim un vector f(zg,to) de l'espai de
Minkowski que anomenarem vector densitat de forca exterior de Minkowski.
Suposarem també, com féiem en mecanica classica, que f (x,t) depeén diferen-
ciablement de x i t.

Pot sorprendre que anomenem forca de Minkowski un vector construit a
partir de la forca de Newton usual. Per justificar aixo basta adonar-se que si ~
és una particula material de massa m (en repos) i F és la forga de Minkowski
que actua sobre ella en un instant donat (ﬁ = md>?7/dr?), les components de
F en la referéncia de I’espai de Minkowski corresponent a un sistema inercial S’
respecte al qual la particula esta en repos en aquell instant son (F1, F2, F3,0),
on F',F? i F3 sén exactament les components de la forca de Newton que
actua sobre ella en aquell instant (vegeu les formules de 'apartat 3 del capitol
anterior).

3 Tensor de tensions o pressions
En mecanica classica de fluids consideravem el tensor de tensions o pressions

T(x,t), tensor una vegada covariant i una vegada contravariant, amb la signi-
ficacio segiient: la forga que la resta del fluid exerceix a l'instant ¢ sobre el
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fluid contingut en un domini V', ve donada per fav T(w,t)(7)ds, on 7 és el camp
normal exterior a V', unitari, i ds és I’element d’area de 9V'.

Ara volem definir un concepte analeg en relativitat. Suposem com abans,
un fluid en moviment. Sigui S un sistema inercial qualsevol al qual referim
el moviment i respecte al qual cada esdeveniment és representat per un punt
(z,t) de R*. Donat (zg,ty), considerem la particula P del fluid tal que a
Iinstant t( es troba en el punt zy. Considerem, com abans, un sistema inercial
S’ que a l'instant ¢ = 0 el seu origen coincideixi amb la particula P i que la
velocitat de P respecte a S’ en aquell instant sigui nulla (sistema propi de la
particula en aquell instant). Sigui 7 el tensor classic de tensions o pressions
del fluid a l'instant ¢’ = 0 segons els observadors de S’. Sigui 74, +,) aquest
tensor a l'origen de S’. T, +,) és una transformacio lineal. El sistema inercial
S’ déna lloc a una referéncia de I'espai de Minkowski d’origen (xq, ). Sigui
H' I'hiperpla ortogonal a leix ¢’ (per la métrica de Minkowski) que passa per
(wo,t0). H' sera I'espai de la referéncia S” a Iinstant ¢’ = 0. Llavors T4, 1)
es pot interpretar com una transformaci6 lineal de H'. Estenem ara aquesta
transformaci6 lineal a una transformaci6 lineal de tot R*, que continuarem
designant per 7z, ), imposant que els vectors ortogonals a H' s’apliquin en
0. D’aquesta manera tenim un tensor 7, ;) una vegada contravariant i una
vegada covariant per a cada (z,t) € R*, que només depén del fluid, ja que
el sistema S” que hem utilitzat per a la definicio de 7, ) queda univocament
determinat pel fluid en cada punt i en cada instant, llevat de girs entorn de I'eix
del temps. Aquest tensor aixi definit s’anomena tensor de tensions o pressions.
Suposarem, com féiem en mecanica classica, que depén diferenciablement de

(z,t).

4 Equacions del moviment d’un fluid

Recordem les equacions del moviment d’un fluid que teniem en mecanica clas-
sica:

9(pv)
ot

+div(pt@T—-T)=f, (16.2)

on p era la densitat, f el vector densitat de forca exterior, ¥ el camp de velocitats
de les particules del fluid, 7 el tensor de tensions o pressions considerat com a
tensor dues vegades contravariant. A més de I'equacio (16.2) tenfem I'equacio
de continuitat

op o
5 + div(p?) = 0. (16.3)



16.4. Equacions del moviment d’un fluid 267

Aquestes equacions depenen del sistema inercial escollit i no poden ser ac-
ceptades en relativitat. Seguint la filosofia del capitol anterior, fent els minims
canvis possibles en aquestes equacions classiques, hauriem de trobar-ne una for-
mulacio intrinseca, una formulacié que no depengui de I’eleccio de cap sistema
inercial. Considerem a ’espai de Minkowski I’equacio

div(ci@a—T)=f, (16.4)

on o és la densitat propia, @ el camp de velocitats de les particules a ’espai
de Minkowski (@ = d¥/dr, on 7 és el temps propi i v la corba que representa
la vida de cada particula), 7 és el tensor de tensions introduit a ’apartat 3,
considerat com a tensor dues vegades contravariant per mitja de la métrica de
Minkowski, i f és el camp densitat de forga exterior de Minkowski introduft
a l'apartat 2. L’equaci6 (16.4) és intrinseca, perd jquina relacié té amb les
equacions classiques (16.2) i (16.3)7 Sigui S el sistema inercial on ens trobem.
Suposem que el fluid es mou amb velocitats petites respecte a S. En cada
punt del fluid i en cada instant de temps hi haura un sistema inercial S’ propi,
respecte al qual la particula del fluid és a I'origen de S’ i té velocitat nulla res-
pecte a S’ en aquell instant. Aquests sistemes S’ sén els que hem fet servir per
definir els conceptes de densitat propia, densitat de forca exterior de Minkowski
i tensor de tensions propi, que son els conceptes que figuren a l'equaci6 (16.4).
Ara bé, per a velocitats petites tots els diferents sistemes S’ practicament no
es mouran respecte a S i, per tant, podriem considerar que tots coincideixen
amb S. Per tant, la densitat propia ¢ coincidira gairebé amb la densitat p
mesurada a S. El sistema S originara, com sempre, una referéncia a l'espai
de Minkowski. Utilitzant components respecte a aquesta referéncia, ’equacio
(16.4) s’escriura

S g (e )+ Dt T =P (6s)

on els indexs grecs varien d’1 a 3 i els llatins d’1 a 4. Ara bé, tal com hem
definit el tensor 7 a P'apartat 3 i tenint en compte que tots els sistemes propis
S’ coincideixen aqui amb S, 774 = 0. D’altra banda, per a velocitats petites
u* = 1. Queda clar, doncs, que les tres primeres components de (16.5) donen
(16.2) i que la quarta dona (16.3). Per tant, I’equacio (16.4), que és intrinseca,
dona les equacions classiques per a velocitats petites. Aixi doncs, aquesta és
I’equacié que buscavem per substituir les equacions classiques en relativitat.
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5 El tensor d’impulsi6é-energia d’un fluid

Suposem com abans, un fluid en moviment. Anomenem tensor d’impulsio-
energia del fluid el tensor dues vegades contravariant

7= Gigwi-T).

2
Amb aquesta definicié I'equacié (16.4) s’escriu
2 1o
cdivl = f.

Utilitzant la métrica (de Minkowski) podem pensar T, quan ens convingui, com
a tensor dues vegades covariant, o bé com a tensor una vegada contravariant i
una vegada covariant. En aquest ultim cas sera una aplicaci6 lineal.

Veurem ara que si pensem 7' com a aplicaci6 lineal, el camp de velocitats
i és vector propi de T' corresponent al valor propi —o. En efecte, fixem un
punt qualsevol (z,t) de l'espai de Minkowski i utilitzem en aquest punt una
referéncia per a la qual « sigui el vector director de I'eix del temps. Utilitzant
components respecte a aquesta referéncia, tindrem

T(u) = Tt =17,
ja que en aquesta referéncia 4 = (0,0,0,1). Tindrem

. . o . 1 . o . .
% % i 0 i 4 i
Tw)=T; = U — C—Qﬂ = U gaau = —ou’.

~—~——

Es pot veure que T no té altre vector propi temporal llevat del mateix o
multiplicat per constants. El vector o és el vector densitat d’impulsio-energia
de cada particula del fluid (o densitat de quantitat de moviment a l'espai de
Minkowski). Aquest vector s’obté de T' com !'tinic vector temporal de norma ic
que és vector propi de T', multiplicat per I'oposat del seu valor propi. Dit d’una
altra manera, el coneixement de T porta, com a cas particular, al coneixement
del vector densitat d’impulsié-energia. El coneixement de T' també conté tota
la informacio6 sobre les forces internes (energia interna del fluid). Per tot aixo
és natural la denominaci6 de tensor d’impulsié-energia.
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6 El tensor d’impulsi6é-energia dels fluids perfec-
tes

Ara veurem que si el fluid és perfecte el seu tensor d’impulsio-energia ve donat
per

T:c%(a—&—i%)ﬁ'@ﬁ—i—%g, (16.6)
on p és la pressio del fluid (funci6 que vam introduir en mecanica classica
de fluids quan parlavem de fluids perfectes) i g és la métrica de Minkowski,
considerada, aqui, com a tensor dues vegades contravariant. Hem de tenir
en compte que el signe de p depén de com s’hagi definit aquest escalar. Si
considerem que p és la pressioé que la particula que es troba en un determinat
punt exerceix sobre les altres, el signe de p és tal com ’hem pres. Si es considera
que p indica la pressié que la resta del fluid fa sobre la particula, llavors s’ha
de canviar el signe de p. Per veure que el tensor d’impulsié-energia d’un fluid
ve donat per (16.6), situem-nos en un punt de I’espai de Minkowski i prenguem
una referéncia en aquell punt per a la qual el vector 4 sigui el vector director
de 'eix del temps. Designem per 7' el segon membre de (16.6) i per T el tensor

d’impulsié-energia. Les components de T' en aquesta referéncia seran

i

focﬁz%ga,é’ . fa4:0
c
~ 1 P D o
T44:—( 7) P oas_ O
c2 U+02 +ng 2’

ja que g** = —1/c2. D’altra banda, les components de T = (1/c?)(cu®@u—T)
seran

TaB — _Taﬁ _ Egaﬁ

c? c?

T4 o
TP =——-=0 ; T"=.






Capitol 17

Electromagnetisme 1 relativitat
especial

1 Les equacions de Maxwell i I’equaci6é de conti-
nuitat

Vegem ara com formulem les equacions de Maxwell del capitol 13 en el marc
de la relativitat especial. Recordem que en aquell capitol caracteritzavem un
medi continu de carregues eléctriques en moviment per la densitat de carrega
p 1 pel vector densitat de corrent J tangent a les trajectories, de manera que la
carrega Q(V') del medi contingut en una regié V' de lespai vingui donada per

Q) = /V pla)dz

i el vector J sigui pv, on ¥ és el camp de velocitats de les particules carregades.
Aquest medi en moviment engendrava un camp eléctric £ i un camp magnétic
B que complien les equacions de Maxwell

divE = 4mp
47 10F
tB=—J+ ——
ro c + c Ot
10B
tE = ———
ro c Ot
divB=0,
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a més de I'equaci6 de continuitat

P
a—/t)—i—divJ:O.

Si una particula amb una carrega eléctrica ¢ es deixava sota I'accidé d’aquests
camps amb una velocitat v, sobre ella actuava una forca

F=qE + 5n B (Llei de Lorentz).
c

Aquest plantejament classic necessitava d’un espai i d’'un temps absolut ja
que no era pas invariant per canvis de referéncies inercials. Nosaltres voldri-
em ara descobrir unes lleis intrinseques (invariants per canvis de referéncies
inercials) que s’aproximessin el maxim possible a les equacions classiques. Pro-
cedirem amb la mateixa filosofia que hem aplicat en el cas de la mecanica de
fluids.

La funci6 densitat de carrega p depén obviament del sistema inercial utilit-
zat. Ara bé, tal com hem fet en el cas de la mecanica de fluids, podriem definir
la densitat propia o de la manera segiient. Sigui P una particula carregada
qualsevol del medi en moviment. En un instant qualsevol 7y del seu temps
propi considerem un sistema inercial S’ tal que a l'instant ¢’ = 0 el seu origen
coincideixi amb la particula P i que la velocitat de P respecte a S’ sigui nulla
en aquell instant (sistema propi de la particula a 79). Mesurant llavors a S’ la
densitat de carrega a lorigen a l'instant ¢ = 0, obtindrem un nombre o que
s’anomena densitat propia de carrega a P a l'instant 7. Aquesta densitat de
carrega només depén de la particula P i del seu temps propi 9.

La vida de cada particula és descrita per una corba a ’espai de Minkowski, la
qual pot ser parametritzada pel temps propi 7 de la particula. Sigui ¥(7) aques-
ta corba. El vector velocitat a ’espai de Minkowski @ = d¥/dr és intrinsec.
Designem per ; el vector de ’espai de Minkowski o, on o és la densitat propia
(concepte intrinsec).

Prenguem ara un sistema inercial S des del qual observem el medi de car-
regues en moviment. Aquest sistema inercial donara lloc a una referéncia de
lespai de Minkowski. Siguin EiBel camp eléctric i magnétic creats pel me-
di en moviment i mesurats des de S. Sigui « la 2-forma diferencial a ’espai
de Minkowski que, en les coordenades respecte a la referéncia d’aquest espai
originada per S, s’expressa

o= 202 E®dz® A dt + 2BYda? A da® 4+ 2B%da® A dat + 2B3dat A da? .

Observem que les dues equacions

divB=0 i %+crotE:O
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equivalen a I'inica equaci6é da = 0. Tindrem, a més,

-, dy dt 1 9 dt
= = _— = ]_
j=oi=o0 ot v?, 03 1) — I

Per a velocitats petltes del medi respecte al sistema 1nerc1a1 S, les tres primeres
components de j originen aproximadament el vector J classm, ja que J =
pU, on p és la densitat referida a S. La quarta component de j sera, també
aproximadament, la densitat de carrega relativa a S.

Calculem ara la divergéncia de la 2-forma « respecte a la métrica de Min-
kowski. Les components o;; de v vénen donades per la matriu antisimétrica
segiient:

0 -B* B? —cE!
(as;) = B3 0 —-B' —cE?
* -B? B! 0 —cE?
cE'  cE? cF? 0
Adoptem la convencié que el primer index representa l'index de columna i el
segon, I'index de fila. Aixi, per exemple, aa és B® (coeficient de dz! A da?).

Tindrem '
(diva)' = V;a¥ |
amb
0 -B B2 E
B* 0o -B' £

( ij) — c
« 3
-B? B! 0o £

B! E? B3
Y ¢ —< 0

Obtenim, doncs,

tres primeres components

/d‘—
1 OF 1
tB+ -2 ~ di E):
( 1o Jrc ot eV
4 -

= (per les equacions de Maxwell) = —(J, p) .
c

divaa =

Si volem que les equacions de Maxwell tinguin una formulacié intrinseca i que
per a velocitats petites i acceleracions no massa grans s’obtingui la teoria clas-
sica, basta posar
4 -
diva = —j
c

da=0.
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Observem que a partir del camp eléctric E i del camp magnétic B respecte a
un sistema inercial S es fabrica la 2-forma « a l'espai de Minkowski, la qual
es postula que és intrinseca. Aixo significa exactament que si la construissim
a partir de mesuraments realitzats en un altre sistema inercial, arribariem a la
mateixa a: en canviar de sistema inercial, el camp eléctric Eiel camp magnétic
B canviaran, perd donaran lloc a la mateixa a. Per exemple, suposem un medi
en repos respecte a un sistema inercial S. Aquest medi creard un camp eléctric
E en el sistema inercial S. Perd des d’un sistema inercial S’ que es mogui
respecte a S, el medi ja no estara en repos. Com que les carregues eléctriques
en moviment generen un camp magnétic, des de S’ hi haura camp eléctric
i camp magnétic. No obstant aixo, es postula que la 2-forma diferencial «
és la mateixa, independentment de la referéncia de I'espai de Minkowski des
d’on sigui fabricada. Els conceptes de camp eléctric i camp magnétic no sén
intrinsecs, perd la 2-forma « si. La 2-forma « és tancada (da = 0) 1 esta
relacionada amb el vector densitat de corrent ; a l’espai de Minkowski per
diva = (47/c)j.

Observem que a l’espai de Minkowski es compleix div(div «) = 0. En efecte,

div(diva) = V,;V;a" .
Com que els simbols de Christoffel de I’espai de Minkowski respecte a qualsevol
referéncia lineal s6n nuls,

div(diva) = 0;0;a'7

amb 9; = §/0x". Ara bé, si canviem el nom dels indexs entre ells,

9;0;0 = 8;0;07" = (per Schwarz) = 9;0;07" =
= (pel fet que « és antisimeétrica) = —9;0;a .

(Tinguem en compte que en les igualtats anteriors hem omés els sumatoris
respecte als indexs repetits ¢, j.) La igualtat anterior implica que 5‘1-8j04ij = 0.
D’aqui deduim div j = (¢/4m) div(diva) = 0. Ara bé,
..ot 052 952 95t .. - Op
O—le]—%—&-ﬁ—l—%ﬁ-E:de—i—a.
Veiem, doncs, que 'equacié divj = 0 és la que substitueix en el cas relativista
I’equacié de continuitat classica

dp
pri
amb la diferéncia que aqui no cal imposar-la, ja que es dedueix de diva =
(4/c);.

divJ + 0,
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2 Forca a qué esta sotmesa una carrega en un
camp electromagnétic

Suposem una particula de carrega ¢ submergida en un camp electromagné-
tic. El moviment de la particula sera descrit per una corba (7) de lespai
de Minkowski parametritzada pel temps propi 7. Sigui v = dy/dr el vector
velocitat de la particula a I'espai de Minkowski. Sigui F' I'nic vector de l'espai
de Minkowski tal que

g(x,F)=La(X,u) VX,
C

on g és la métrica de Minkowski i a el camp electromagnétic. Fixem un sistema
inercial S que donara lloc a una referéncia de 1’espai de Minkowski. Si prenem
components respecte a aquesta referéncia, tindrem
FI = Zu'al ,
c

amb o = g'*ay,. (al) sera la matriu
0 -B® B> £
B 0o -B £
-B> B' 0 Z
cE' c¢E* c¢E® 0

Com que
ﬁ:(vl7v2)vg’1)%7
T
tindrem
q dt dt
F12*332—3237 Elf
c( Y v )dT+q dr
q 3.1 13y dt o dt
?2=2%(-B B — Ec—
c( vtbw )dT+q dr
9/n2 1 12y dt 3 dt
F3=2(B - B — E°—
c( v v )d7+q dr
Ft= q(E1u1+E2u2+E3u3).

c
Si f designa el vector de I’espai ordinari format per les tres primeres components
de F, f = (F*', F? F3), tindrem que

forga classica
—_——~

B} . at
f= (gﬁ/\B+qE)—,
c dr
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ila quarta component és la poténcia de la forga f Observem ara detingudament
la interpretaci6 relativista donada a l’apartat 3 del capitol 15 de les quatre
components de la forca de Minkowski i ens adonarem que la llei de Lorentz
classica s’haura de substituir per la segiient llei intrinseca: si una particula de
carrega q estd submergida en un camp electromagnétic, estd sotmesa a una
forga de Minkowski F que esta relacionada amb el camp electromagnétic o per

9(X.F)="a(X,0) VX,

on 1 és la velocitat de la particula a ’espai de Minkowski.



Capitol 18

Els fonaments de la relativitat
general

El marc natural de la teoria de la relativitat que hem desenvolupat fins ara
ha estat I’espai de Minkowski. Qualsevol fenomen tenia una descripcié natural
en aquest espai i en ell les lleis fisiques no eren altra cosa que lleis geométri-
ques. Pero encara no hem formulat una llei que substitueixi la de gravitacié de
Newton, segons la qual dos cossos s’atreuen amb una forga de modul directa-
ment proporcional al producte de les seves masses i inversament proporcional
al quadrat de les seves distancies. Per formular aquesta llei de manera natural
en el marc de la relativitat, veurem que l’espai de Minkowski no ens serveix i
haurem d’utilitzar métriques més generals. Per tal de veure aquesta necessitat,
analitzarem amb detall un exemple que encara es pot formular i interpretar a
I’espai de Minkowski.

1 L’exemple del disc giratori

Sigui S un sistema inercial. Sigui S’ un disc de radi R contingut en el pla z = 0
de la referéncia de S. Suposarem que aquest disc pot girar entorn del seu centre
O, que és a la vegada l'origen de S, perd que, de moment, esta parat. Suposem
que colloquem en cada punt P d’aquest disc un rétol amb les dues coordenades
polars (r,0) del punt P, on r indica la distancia de P a lorigen O, i § 'angle
de PO amb leix de les x de S. Tot aixd ho fem amb el disc parat. Suposem
que a linstant ¢ = 0 del sistema inercial S el disc comenga a girar entorn del
seu origen amb velocitat angular constant w. Suposem que wR < ¢. Cada punt
P del disc sobre el qual hi ha el rétol amb els nombres (r,6) descriura, en el
seu moviment respecte a S, la corba
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x(t) = rcos(wt+0)
y(t) =rsin(wt+0) (18.1)
z =0,

on (x,y,z) son les coordenades de P respecte al sistema inercial S, i ¢ és el
temps de S. D’ara endavant prescindirem de la coordenada z (que és nulla
sempre). Una vegada el disc S’ estigui en moviment, els habitants de S’ podran
utilitzar els nombres (r, 6) com a coordenades de cada punt sense necessitat de
fer cap mesurament. Bastara que llegeixin el rétol collocat sobre cada punt.
Els observadors de S representaran el moviment d’'un punt P de coordenades
(r,0) a S’ per la corba de l'espai de Minkowski

V(t) = (x(t), y(1), 1) ,

on z(t) i y(t) vénen donats per (18.1). Aqui agafem ’espai de Minkowski de
dimensio 3 ja que prescindim de la coordenada z. La norma del vector tangent
4(t) a aquesta corba és ||[¥(¢)|| = vVw?r? — ¢%, que no depén del temps. El
temps propi de la particula P sera, doncs,

1 2,2
r=— (Ve =)=y 1- (18.2)
C C

Per tant, el temps propi depén de r. Els rellotges de S aniran cada vegada més
a poc a poc a mesura que r vagi augmentant. Els observadors de S’ no tindran,
doncs, un temps comu que coincideixi amb el temps propi de cada observador.
No obstant aixo, com que coneixen la regla de canvi dels seus temps propis en
funci6 de r, poden adoptar com a temps comu el temps de 'origen r = 0, que
coincideix amb el temps ¢ de S. Quan un observador de S’ mesuri un interval
de temps amb el seu temps propi 7, I’haura de traduir al temps “oficial” de S’
mitjangant (18.2). Una vegada adoptat aquest temps comd, els observadors
de S’ podran representar qualsevol esdeveniment per les coordenades (r,6,1).
Aquestes coordenades es relacionen amb les de S per

x = rcos(wt + 6)
y = rsin(wt + 6) (18.3)
t=1.

Qualsevol punt immobil de S’ de coordenades (rg, 6p) descriura la corba ¢t —
(ro,00,t) a espai-temps, que utilitzant les coordenades (z,y, z) de S sera I’hé-
lice
x(t) = rgcos(wt+ 6p)
() y(t) =rosin(wt+ )
t =1,
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que parametritzada pel seu temps propi 7 sera

(1) =rgcos (:7‘ + 90>

0

Y7)S y(r) =rysin (;’Owao)

on ag = /1 — rdw?/c?. El vector acceleraci6 a l'espai de Minkowski és

2 2
¢"y(7) -y (cos (wr + 00> , sin (wr + 90> , 0) .
dr? al 0 o
O sigui, que un punt material de massa m immobil respecte a S’ en el punt
(r0,00) experimenta una for¢a de Minkowski md?~(7)/dr? el modul de la qual
és mw?rg/ad i que esta dirigida cap a l'origen de S’ (forga centripeta).

Hem fet aquests calculs utilitzant les coordenades (z,y,z) de S. Fem-los
ara tal com els faria un observador de S’, i, si les matematiques no fallen i
la teoria estd ben construida, hauriem d’arribar al mateix resultat, ja que el
concepte de forga de Minkowski és intrinsec.

Els observadors de S’ ho referiran tot a les seves coordenades (r,6,t). El

primer que hem de fer és saber com s’expressa la métrica de Minkowski en les
coordenades (r,0,t). De (18.3) deduim

dx = cos(wt + 0)dr — rw sin(wt + 0)dt — rsin(wt + 6)do
dy = sin(wt + 0)dr + rw cos(wt + 8)dt + r cos(wt + 6)do
dt =dt .

Per tant,
g =da? +dy?® — Adt* = dr* + r2d6* + 2r’wdtdd — (¢* — r?w?)dt* . (18.4)

Un punt fix de S’ de coordenades (rg,6y) descriura la corba v(t) = (ro, 6o, 1)
que tindra com a vector tangent 4(t) = (0,0,1). La norma d’aquest vector,

segons (18.4), sera \/—(c? — réw?). El temps propi sera, doncs,

2 2,2 2,2

—(c* — ragw row

= ( : 0 )t: 1— 02
c C

t.
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v, parametritzada pel temps propi, sera

~v(1) = (7’0,00, T) , amb ag=14/1—
Qg
L’acceleraciéo V¥ d’aquesta corba tindra coordenades
(Va9)' =4"+ T 5"
Com que ¥ =42 =01 43 = 1/ag, tindrem ¥° = 0. Per tant,
(Vs4) = T
7)) = a2 33 -
Calculem els simbols de Christoffel I'y;. Tenim

1 <5gjl gt agjk)

oxk ~ Oxi ox!

T gilrj-k =3

La meétrica g en el punt (rg,f0p,t) ve donada per

1 0 0
g=|0 1~ réw . (18.5)
0 rdw rdw?—c2
Per tant,
[y, = 293 10933
T 9xd 2 Oxt

Ara bé, I'inica coordenada respecte a la qual les derivades de les g no sén
nulles és r (la primera). Per tant, 'anic I's3; no nul és

_ _19gss _ —row?
33,1 2 Ol ow” .

Aixi doncs, V4 tindra components covariants aig(—rowQ, 0,0). Aqui indiquem
per “components covariants” les seglients:

(Vs9), = gi (V47)
Per passar aquestes components a les components contravariants habituals,
(V+%)*, els haurem d’aplicar la matriu ¢! inversa de g. La matriu inversa de

(18.5) és
1 0 ) 0
gl=0 m-% & | (18.6)
U
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Per tant, les components contravariants de V47 son les mateixes que abans.
Es a dir,
. 1 2
Vg = —(=row?,0,0).
g
Si la particula té massa m, el vector forga de Minkowski és, en aquestes coor-
denades,

2
F=""(-1,0,0), (18.7)
Qg

que és el mateix que ens havia sortit abans (forga de modul mrow?/ad dirigida
cap a l'origen de S).

Resumint, una particula de massa m immobil respecte a S’ situada en
el punt de coordenades (rg,fp) esta sotmesa a la forca centripeta (18.7). Si
prenem ara una particula ) de massa m i la deixem en llibertat al punt (r, 6p) a
I'instant ¢ = 0 sense comunicar-li cap velocitat inicial, per als observadors de S’,
aquesta particula es moura. Si~y és la corba a l’espai de Minkowski corresponent
al moviment de la particula Q, v(t) = (r(¢),0(t),t), amb v(0) = (rg, 0p,0), la
condici6 que no actui cap forga sobre @ s’escriura Vs = 0. Utilitzant les tres
coordenades (r,0,t), 'equaci6 anterior s’escriu

¥+ A4 =0. (18.8)
L’equaci6 (18.8) en el punt ¢t = 0 (en virtut de les components de 4(0)), s’escriu
Hi= T

Si I'observador de S’ refereix ’acceleracié aparent 4% no al temps oficial ¢, sin6
al seu temps propi T = agt, trobara una acceleracio6

Pri_ 1 1
dr? al a2 7

i aixo li fara pensar que sobre la particula actua una forga (massa per accelera-
ci6) de components —(1/a2)mI'%;. O sigui, una forca igual i de sentit contrari
a la centripeta (forca centrifuga). Aixd ho pensara I'observador de S’ perqué
referira el moviment a les seves coordenades. En canvi, 'observador del siste-
ma inercial S (S’ no és inercial!) pensara, com aixi és, que sobre la particula
no actua cap forca. La forga centrifuga no és altra cosa que el fruit d’una
mala elecci6 de les coordenades (el fet de referir-ho tot al sistema S, que no és
inercial).
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Suposem que 'observador de S’ que esta situat en el punt (rg,6p), quan
ha fet 'experiment anterior de deixar en llibertat la particula de massa m a
Iinstant ¢ = 0, estigués tancat dins d’una caixa immobil respecte a ell que li
impedis veure el mon exterior. Un tal observador podria suposar que la forga
aparent que sofreix la particula @ és produida per un camp gravitatori que
atreu la particula. Si en lloc de deixar en llibertat una particula de massa
m, deixés lliure en el mateix punt una particula de massa M, aquesta ultima
sofriria exactament la mateixa acceleracié que la primera. Aix0 és una carac-
teristica dels camps gravitatoris. Naturalment, si la caixa on és ’observador
fos suficientment gran, podria adonar-se que aquesta (segons ell) forga gravi-
tatoria tindria un modul que seria aproximadament directament proporcional
a la distancia a l'origen i no podria, per tant, trobar cap cos que d’acord amb
la llei de Newton creés un tal camp gravitatori.

Resumint: si la caixa és petita no hi ha manera de discernir si la forga
aparent que actua sobre les particules en llibertat és una forga “real” produida
per un camp gravitatori o bé si és una forca “aparent” deguda al moviment de
la caixa respecte a observadors inercials.

Prosseguim 'estudi d’alguns aspectes interessants d’aquest exemple que ens
poden haver passat desapercebuts.

Els observadors de S’, quan mesurin la longitud de la circumferéncia r = 7
no trobaran pas 2mrg, siné 2mrg/y/1 — rdw?/c2. Per veure aixd primer farem
un raonament intuitiu rapid i després ja el precisarem més. Suposem que per
mesurar la longitud de la circumferéncia r = ry en el sistema S’ es divideix
aquesta en n arcs consecutius iguals, af, ab, ..., o, amb n suficientment gran
perqué cada un pugui confondre’s amb la corda i pugui, doncs, ser conside-
rat recte. En un instant donat els observadors de S dibuixen a S els arcs
ay,Qs,...,q, que coincideixen amb «of,al,...,al i els mesuren, després, a
S. La mesura de cada a; serd igual a la mesura a S” de o} multiplicada per
V1 —w?rd/c?. Per tant, si la longitud de la circumferéncia val 27rg a S, a S’
valia

27’(7“0
w?r?
02

1—

Apressem-nos a dir que si es mesura el radi a S’, com que les mesures es fan
en la direccié perpendicular al moviment (i en aquesta direccié les distancies
no s’alteren), es trobara la mateixa mesura rg que a S. Per als observadors de
S’ la relacio entre les circumferéncies centrades a l'origen i el seu diametre no
serd 7, com a S, sin6 més gran que . La geometria de l’espai de S” (no la de
“espai-temps”) ha deixat, doncs, de ser euclidiana.

Precisem l'argument anterior amb una mica més de rigor. Un observador de
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S’ situat a Py = (r9,6p) no és pas inercial. Fixat un instant de temps ¢t = t' = 0,
considerem un sistema inercial S” tal que per a t” = 0 'origen de S” coincideixi
amb Py i que la velocitat de Py en aquell moment respecte a S sigui nulla.
Per a cada punt P = (r,6) immobil respecte a S’ tindrem a l'instant t = ¢ =0
un tal S” que dependra de P. Designem-lo, doncs, per S;;. Tots els S;, es
mouen els uns respecte als altres i, per tant, les distancies canviaran segons
el sistema en qué es mesurin. Nosaltres, en virtut dels axiomes pels quals
hem introduit la relativitat especial, sabem mesurar distancies en els sistemes
inercials, i S’ no ho és. Per donar una definicié6 de “mesurar distancies” a S’
que sigui compatible amb els mesuraments fets en tots els sistemes inercials,
I'inica alternativa que tenim és pensar que les distancies de S’ vénen donades
per una métrica de Riemann que té com a métrica tangent en cada punt P
la métrica de S;;. Tot aixd que hem dit es refereix a l’espai ordinari de S’
(no a lespai-temps). El temps aqui esta fixat, ¢ = 0. Cada Py = (rg,0)
origina la corba ~(t) = (rg,00,t) de 'espai de Minkowski amb vector tangent
4(0) = (0,0,1). La referéncia S};O donara lloc a una referéncia de I’espai de
Minkowski que tindra 4(0) com a vector director de I'eix del temps i com a
“espai” el pla perpendicular a 4(0) en el punt v(0) = (79, 6p,0). Si designem
per (R,0,T) les components d’un vector qualsevol d’origen v(0), la condicid
de perpendicularitat amb 4(0) s’escriura, en virtut de (18.4),

row® — (2 —r3w)T =0 .
Es a dir,

T%w

2

T=——""-550.
2 —riw?

Els vectors d’origen (0) perpendiculars a 4(0) sén, doncs,

riw
R, 0, 0@) .
( 2 —riw?

El producte escalar, amb la métrica (18.4), d’un d’aquests vectors amb un altre,
les components del qual designem per “primes”, sera

2 2 2
RR + <r§ + C(”"”)> 00’ = RR + —2__00' .

2 — rdw? 1 row?

c2

. . . . . 1" N .
Aquesta és la metrica de 1™espai” del sistema inercial Sp . Per tant, la métrica
de Riemann que induira cada una d’aquestes métriques a 1*‘espai” de S’ sera

——dh?, (18.9)
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meétrica que no és euclidiana.

Una observacio molt important és que la métrica (18.9) de Iespai” de S’ a
Pinstant ¢ = ¢ = 0 no és pas, com es podria pensar, la restriccié a Ihiperpla
t = 0 de la métrica (18.4) (aquesta restricci6 és dr? +r2df?). Aixo seria veritat
si es donés la casualitat (cosa que aqui no passa) que l'espai de les (r,6) fos
perpendicular a l’eix del temps per la métrica de Minkowski.

2 Teoria de la gravitaci6

L’exemple anterior ens mostra que un observador situat dins d’una petita caixa
situada en el disc giratori no podra distingir si la causa del moviment dels cossos
deixats en llibertat és un camp gravitatori o bé és una forca deguda al seu propi
moviment. Ara bé, sigui quina sigui la causa del moviment dels cossos deixats
en llibertat, podra representar els esdeveniments en un espai de dimensié 3 de
coordenades (r,0,t), i en aquest espai la vida d’un cos deixat en llibertat sera
representada per una corba (t) que complira 'equacié V44 = 0, on la derivada
covariant V esta referida a la métrica

g = dr? +r2d6? + 2r2wdtdd — (* — r*w?)dt? . (18.10)

Aquest exemple (i molts d’altres de similars que es poden construir) ens
porta a concebre la idea que un camp gravitatori no és altra cosa que la modi-
ficaci6 de la métrica usual de l'espai de Minkowski. Quan no hi ha cap camp
gravitatori, la vida d’una particula deixada en llibertat és representada per
una geodésica de lespai de Minkowski v(7) de vector tangent temporal que
apunta cap al futur (o sigui, contingut en el con CT). (A I'espai de Minkowski,
geodeésica i recta és el mateix.) Quan hi ha un camp gravitatori, la métrica usual
de Minkowski es canvia per una altra, pero la vida d’una particula deixada en
llibertat també és representada (com quan no hi havia camp gravitatori) per
una corba de espai-temps, v(7), que parametritzada pel seu temps propi és
una geodésica de la nova métrica.

A Dexemple, pero, mitjangant un canvi de coordenades complicat (el canvi
invers de (18.3)), podiem posar la métrica (18.10) en la forma habitual de
Minkowski. En general, perd, no podem pas imposar aquesta condici6 als
camps gravitatoris. El que si que és logic de suposar és que la métrica induida
en cada espai tangent es pot posar, mitjangant un canvi de coordenades a
I’espai tangent, com la métrica de Minkowski. Aixo equival a suposar que la
métrica és no degenerada i té index 1. Recordem que una métrica g en un espai
vectorial E de dimensi6 4 es diu no degenerada i d’index 1 quan es pot trobar
una base e, eq, e3, e4 respecte a la qual la matriu (g;;) de productes escalars



18.2. Teoria de la gravitacio 285

gij = g(ei, e;) és diagonal de la forma
1
(9i5) = 1
—1

Resumint, per a nosaltres, localment, un camp gravitatori sera una métrica
de Riemann g no definida positiva, no degenerada i d’index 1, en un obert
U de R*, juntament amb una orientacié temporal (passat-futur) de la qual
parlarem després. Les trajectories d’un cos deixat en llibertat sota ’accid
del camp gravitatori seran representades per geodésiques d’aquesta métrica de
vector tangent temporal apuntant cap al futur. Les trajectories dels raigs de
llum seran representades per geodésiques de vector tangent de norma nulla
apuntant cap al futur (igual que a lespai de Minkowski els raigs de llum son
representats per rectes de vector director de norma nulla). Un observador
qualsevol no sera altra cosa que una corba de I'espai-temps de vector tangent
temporal apuntant cap al futur. Elegit un punt arbitrari d’aquesta corba, el
parametre longitud a partir d’aquest punt, dividit per ic, s’anomenara temps
propi de 'observador. En problemes globals substituirem ’espai-temps U, que
fins ara era un obert de R*, per una varietat de Riemann (M, g), la meétrica g
de la qual compleixi les condicions anteriors.

Si v(7) representa a l’espai-temps la trajectoria d’un cos deixat en llibertat
isi (2!, 22, 23,t) son coordenades arbitraries en una carta local de I’espai-temps
de manera que el vector 9/0t sigui temporal i apunti al futur, la condicié de
geodésica sera representada per

¥+ T 779" =0,

amb i, j,k = 1,2,3,4. Els observadors ;1 52 53 (t) = (2!, 22,23, t) tindran la
impressié que el cos en llibertat sofreix una acceleracié donada per

it =T 9, (18.11)
i atribuiran el moviment del cos a una forga de Minkowski igual al producte de
la massa del cos per lacceleracio (18.11). Pero aquesta forga no sera real, sind
fruit de ’especial eleccio dels observadors.

Com que en ’expressio dels simbols de Christoffel intervenen les primeres
derivades de les components g;; de la métrica, veiem en l’expressié (18.11) que
en les components de la forga gravitatoria (ficticia) intervenen les derivades
primeres de la métrica. En mecanica classica tota forca que deriva d’un poten-
cial V' ve donada per les primeres derivades de V. Aixo ens porta a pensar,
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per analogia, que els coeficients g;; de la métrica sén allo que en relativitat
substitueix el potencial gravitatori classic. Per aquesta ra¢ les g;; s’anomenen
potencials gravitatoris.

3 Orientabilitat temporal

A Despai de Minkowski (R* amb la métrica g = (dz')? + (dz?)? + (dz®)? —
c2dt?) consideravem el con C format pels vectors (temporals) X que complien
g9(X,X) < 0. C constava de dues components connexes. Anomenavem C™T la
component connexa continguda en el semiespai ¢t > 0. Es deia que un vector
temporal # apuntava cap al futur si @ € CT. Ara bé, en els espai-temps
més generals (M, g) que hem considerat a l’apartat anterior, jqué vol dir que
un vector temporal apunti cap al futur? Definim de manera precisa aquest
concepte.

Una varietat de Lorentz és, per definicio, un parell (M, g), on M és una
varietat diferenciable de dimensi6 4 i g un camp tensorial dues vegades covariant
que compleix la condicié que per a cada x € M existeix una base e, ez, €3, e4
de Pespai tangent T,(M) tal que els productes escalars g;; = g(e;,e;) vénen
donats per una matriu diagonal

1
-1

Un vector v € T, (M) s’anomena temporal si g(v,v) < 0, s’anomena espacial
si g(v,v) > 0 i s’anomena nul o de norma nulla si g(v,v) = 0. Designem per
C, el con de T, (M) format pels vectors temporals. C, té dues components
connexes. Direm que una varietat de Lorentz (M, g) és orientable respecte al
temps si per a cada punt x € M es pot escollir una component connexa de
C., que designarem per C, de manera que es compleixi la segiient condicié de
coheréncia: en cada carta local U de M existeix un camp vectorial diferenciable
X tal que X, € Cf per a cada z € U. Leleccio efectiva de C; en cada T, (M)
que compleixi la condicié anterior s’anomena una orientacié temporal de M.

Proposici6 18.1 Una varietat de Lorentz (M,g) és orientable respecte al
temps si i només si existeix un camp vectorial X sobre tot M amb la con-
dici6 g(X, X) < 0 en cada punt.

DEMOSTRACIO. Si existeix un tal X, per orientar M temporalment basta-
ra escollir C;f en cada T, (M) com la component connexa de C, que conté
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X.. Reciprocament, suposem que tenim ara una orientacié temporal de M.
Prenguem un recobriment {U;} de M localment finit de manera que cada U;
sigui domini d’una carta local i que cada U; sigui compacte (recordem que una
varietat diferenciable és sempre paracompacta d’acord amb les definicions del
capitol 4). Sigui {f;} una partici6 de la unitat subordinada a {U;}. Sigui X;
un camp vectorial sobre U; amb (X;), € Cf. Llavors X = Y f; X; és un camp
vectorial global que compleix la condicié desitjada. i

Una varietat de Lorentz (M, g) orientable respecte al temps, amb 1’eleccio
d’una orientacié temporal, s’anomenara espai-temps. En un espai-temps M, es
diu que un vector tangent v € T, (M) apunta cap al futur si g(v,w) < 0 per a
algun w € Cf. Si v € Cf, la condici6é anterior es compleix prenent w = v (ja
que g(v,v) < 0). Per tant, tots els v € C;f apunten cap al futur. Ara bé, si v
és un vector de norma nulla llavors apunta cap al futur si v # 0 i v pertany a
l'adheréncia de C;f.

4 L’equaci6é d’Einstein

Situem-nos de moment en el marc de la mecanica classica. Considerem un medi
continu. La matéria que conté és descrita per la densitat de massa o. Aquesta
matéria crea un camp gravitatori el potencial V' del qual esta relacionat amb
o mitjancant ’equacié de Poisson

AV =4nKo, (18.12)

on K és la constant de gravitacidé universal. Nosaltres hem obtingut aquesta
equaci6 al capitol 13, apartat 2, per al potencial del camp eléctric i alla hem
pres les unitats de manera que K = 1. El canvi de signe del segon membre de
(18.12) respecte a la formula establerta al capitol 13 és degut al fet que en el
cas del camp eléctric, carregues d’igual signe es repelleixen i en el cas del camp
gravitatori dos cossos sempre s’atreuen.

Situem-nos ara en el marc de la relativitat general. Hem vist que el potencial
gravitatori V' quedava substituit per la métrica g. Si V (que és un escalar)
queda substituit per un tensor g, o haura de substituir-se per un tensor del
mateix ordre que g. ;jPer quin? Al capitol 16 hem vist que la matéria, des
del punt de vista de la relativitat especial, era descrita pel tensor d’impulsio-
energia T (tensor d’ordre 2, igual que g), el qual contenia tota la informacio
sobre la matéria (incloent-hi la densitat o). Aquest tensor T' complia I'equacio

Adivl = f,
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on f era la densitat de forga exterior. Si suposem ara que la matéria del medi
continu crea el camp gravitatori i si suposem, per simplificar, que no hi ha
carregues eléctriques, o sigui que no existeix cap for¢a deguda al camp electro-
magnétic, com que a la descripcio de la gravitaci6 que hem fet a I'apartat 2
no existien les forces gravitatories, la matéria no estara subjecta a cap forca
exterior, i per tant el tensor T d’impulsié-energia complira la condicié

divT =0. (18.13)

Aixi doncs, en el marc de la relativitat general una matéria que no contingui
carregues eléctriques sera descrita pel tensor d’impulsio-energia T' que compleix
la condicio (18.13).

Quan passem, doncs, de la mecanica classica a la relativitat, el potencial
gravitatori classic V' és substituit per la métrica g i la densitat o pel tensor
d’impulsié-energia T'. Ara hauriem de trobar una equacié que relacionés g i T
i que substituis 'equaci6 de Poisson (18.12). L’equacié que busquem haura de
ser una equacio6 entre tensors i d’altra banda haura de ser intrinseca. El primer
membre de I'equacié que busquem haura de ser, doncs, un tensor G intrinsec
(que no depengui d’un sistema de coordenades particular) i que només depengui
de g (de la mateixa manera que el primer membre de (18.12) només depén de
V). G en qualsevol carta local hauria de contenir derivades fins a 'ordre 2 de
les gi;, de la mateixa manera que el primer membre de (18.12) conté derivades
fins a 'ordre 2 de V. El segon membre de ’equacié que busquem hauria de
ser el tensor d’impulsié-energia T' de la matéria, multiplicat per una constant
k. L’equacié que busquem per substituir a (18.12) hauria de ser, doncs, de la
forma

G =kT. (18.14)

Arabé, com que T ha de complir (18.13), G haura de complir, també, div G = 0.
Per trobar ’equacio concreta que substitueixi (18.12), 'inica cosa que ens resta
és trobar un tensor d’ordre 2, C:', intrinsec, que compleixi divG =01 que en
cada carta local s’expressi només en funcié de les derivades de les g;; fins a
l’ordre 2. ;Quins tensors coneixem que compleixin totes aquestes condicions?
Sabem que si prenem

1
G = Ric —§Rg7 (18.15)
on Ric és el tensor de Ricci (vegeu capitol 5) i R la curvatura escalar, tindrem

div G = 0 en virtut del corollari 5.36 de apartat 15 del capitol 5. Obviament,
G s’expressa en cada carta local en funci6 de les derivades fins a 'ordre 2 de
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les g;;. Einstein, d’acord amb aix0, va proposar el tensor G definit per (18.15)
com el tensor que havia de figurar en el primer membre de (18.14), equaci6 que
havia de substituir ’equacié de Poisson en el marc de la relativitat general. Per
aixo l'equacio (18.14) amb G = G es coneix per equacié d’Einstein del camp
gravitatori, i el tensor G definit per (18.15) és conegut com a tensor d’Einstein.
Ara bé, jpodria haver-hi altres tensors G que complissin divG =0 i que en
cada carta local s’expressessin en funci6 de les derivades fins a 'ordre 2 de les
¢i;7 Evidentment, si a G hi afegim Ag, on A és una constant, obtindrem el
tensor

~ 1
G:G—&—Ag:Ric—iRg—i—Ag , (18.16)

que també tindra divergéncia nulla (ja que g té divergéncia nulla) i que en cada
carta local també s’expressara en funci6 de les derivades fins a 'ordre 2 de les
gij- Poincaré va demostrar que els tnics tensors d’ordre 2 que complien aquestes
condicions eren els tensors G donats per (18.16), dels quals el d’Einstein és un
cas particular amb A = 0. Després d’aquest resultat de Poincaré sembla que
Itinic candidat natural per a substituir (18.12) en el marc de la relativitat
general és ’equacio

G+ Ag=kT, (18.17)

on A ik sén constants. Einstein mateix, a la vista d’aquest resultat, va dubtar
entre prendre ’equacié anterior amb A = 0 tal com havia proposat inicialment,
o prendre-la amb A # 0. En tot cas veurem que la constant A hauria de ser
molt petita per tal que de l'equacio (18.17) s’obtingués 1’equacio classica de
Poisson com a primera aproximacio.

5 Aproximacié newtoniana de l’equaci6é d’Eins-
tein 1 determinacid de la constant k£

Malgrat totes les consideracions de l'apartat anterior, encara hauriem de veure
que equacié (18.17) dona aproximadament l’equaci6 classica (18.12) per a
camps gravitatoris febles.

La meétrica de Minkowski n de R* en les coordenades canoniques (z!, 22,

23, 2%), amb x? = ct, s’expressa per la matriu diagonal

1
-1
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En abséncia de camp gravitatori, ’espai-temps seria justament R* amb aques-
ta métrica. Suposem ara que tenim un camp gravitatori feble produit per
una massa concentrada en una regi6é acotada de ’espai. Una hipotesi natural
és suposar que quan el camp gravitatori és feble la métrica que li correspon
no s’aparta gaire de la de Minkowski. Aix0 equival a dir que podem trobar
unes coordenades (z!, 22,23, 2*) de 'espai-temps en les quals la métrica g que

correspon al camp gravitatori s’expressa per

gij = Mij + hij
amb els valors absoluts de les h;; petits (en comparaci6 amb 1). Es logic
suposar, a més, que a l'infinit la métrica g s’aproxima a la de Minkowski, o
sigui

xr—r 00
ja que l'acci6 del camp gravitatori tendeix a desaparéixer a l'infinit, pel fet
d’haver suposat que la massa que el crea esta concentrada en una regié acotada
de D’espai.

Si suposem, a més, que el camp gravitatori no varia amb el temps, les h;;
no dependran de 2. La hipotesi que el camp gravitatori és feble ens porta
a suposar que les variacions de les g;; son petites, o sigui que \8hij/axk| és
petit en comparacié amb 1 (les forces aparents que provoca el camp gravitatori
vénen donades per aquestes derivades). Si z(7) = (z!(7),22(7), 2>(7), 2*(7))
és la corba que representa el moviment d’una particula en llibertat sota ’accid
del camp, on 7 és el temps propi, tindrem

2 i i 7.k
g dalde (18.18)
dr? I odr dr
Suposarem que els indexs corresponents a les lletres llatines varien d’1 a 4, i els
corresponents a les lletres gregues, d’1 a 3. Amb aquesta convencid, de (18.18)
deduim
S A L e 2. (18.19)
dr? B dr dr Bdr dr W\ dr

Si suposem que la velocitat de la particula és petita en comparacié amb la de
la llum, el temps propi coincidira gairebé amb el temps newtonia i es tindra

dat dt _
— =c— .
dr dr
L’equaci6 (18.19) s’escriura, llavors, aproximadament
Az dzP dx daP
i re, & _gcre, &2 (18.20)

a2~ P ar dt P
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En mecanica classica ’acceleracié d’una particula que es mou lliurement sota
I’accié d'un camp gravitatori no depén de la velocitat de la particula. Aixo ens
condueix a suposar que per a velocitats petites respecte a c, el primer i segon
terme del segon membre de (18.20) sén petits en relacié amb ¢?I'Y,. Per tant,
(18.20) s’escriura aproximadament

d?z®

o —c’TY, . (18.21)
Ara bé,
1 i 094;  0gaa
'Yy =—-g% (2 — — ] .
4= 59 ( ozt Ozt

De les hipotesis que hem fet, es té dgs4;/0x* = 0. Com que (g;;) és una matriu
gairebé diagonal, (¢/) també ho sera, i tindrem
1 0gaa 1 Ohya

1%

I
Per tant, (18.21) s’escriura

dgxa 1 2 8h44

>~ _ . 18.23
dit? 2 9t ( )
Com que (18.23) ha de ser 'aproximaci6 newtoniana de (18.17), si anomenem V/
el potencial gravitatori de Newton, comparant (18.23) amb I’equacié de Newton

d2ze oV

veiem que h4q ha de ser aproximadament —2V/c? 4+ C, on C' és una constant a
determinar. Com que tant V' com hy4 s’anullen a I'infinit, C' s’haura d’anullar.
Per tant,

Per escriure I’equacié d’Einstein (18.14) en el nostre cas, suposem, de moment,
que el medi continu que crea el camp gravitatori és un fluid perfecte (per tal de
treballar en un model concret), malgrat que aquesta hipotesi no sera essencial,
com veurem. D’acord amb el capitol 16, apartat 6, tindrem

o _ P ap~ P
T = 597 = Foas
T(x4 =0 (1825)

T =5 .
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(Tinguem en compte que al capitol 16, apartat 6, treballavem amb les coorde-

nades (2!, 22, 23,t) de R* i aqui treballem amb les coordenades (z', 2, 3, z4)

on x* = ct.)
De 'equacié d’Einstein es dedueix
ij 3 i~ [ 3P
97Gi =kg"Tij =k | 5 -0 . (18.26)
c
Pero
i & ij 1 A 4 A A

g7 Gij =g" | Rij — 5B+ Agij | = R—SR+4A = —R+4A.

Per tant, (18.26) s’escriu

—R+4A%’k<3§—a> ~ ko .
c

D’aqui deduim R = ko + 4A. De I'equacié d’Einstein obtenim, també, C~7'44 =
kTyy = ko. O sigui,

1
Ryq — 53944 + Agys = ko .

O sigui,
1 1
R44%(2R—A)n44+ka=—2R+A+ka%k;—/\- (18.27)

Pero

, ors or , .
Ry = ZRZM = Z ( 83041'4 — 8le) + Z (T, —T0Ty,,) -

% i,m

Ara bé, com que les g no depenen de ¢, 9T, /dx* = 0. A més, com que les I’
son petites, el seu producte encara ho sera més i, per tant, el podem considerar
menyspreable. Tindrem, doncs,
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Tenint en compte que hyy = —2V/c?, tindrem

2
AV:%O‘—AC2.

Comparant aquesta equacié amb la de Poisson veiem que k£ ha de ser igual a
8K7/c?, on K és la constant de gravitacio universal de Newton i A = 0. La
hipotesi de fluid perfecte que hem fet no és pas necessaria. En realitat basta
suposar que les components del tensor de pressions son petites en comparacid
amb c.

Se'ns pot dir que els valors k = 8K7/c? i A = 0 que hem obtingut sén
aproximats ja que hem utilitzat aproximacions de les equacions relativistes. Hi
estem d’acord. Diguem que A, si no és la constant zero, haura de tenir un valor
molt petit. D’ara endavant, prendrem A = 0. Quant a la relaci6 k = 8K/c?,
hem de dir que la constant de gravitacié K esta definida només dins de la teoria
classica de Newton i que la teoria mateixa ja no és exacta i no té sentit per a
camps gravitatoris forts.

Hem de dir que la constant d’Einstein k£ no és pas una constant abstracta,
sin6é que té dimensions. De la igualtat G = kT es desprén immediatament que

les dimensions de k soén longitud x pes™!.






Capitol 19

Camp gravitatori produit
per una estrella

En aquest capitol tractarem de descriure el camp gravitatori engendrat per una
estrella esférica. Com que, segons la teoria de la relativitat general, el camp
gravitatori només es manifesta a través de la métrica g de 'espai-temps M,
tractarem de construir un model d’espai-temps (M, g) que s’adapti a aques-
ta situacié. Només ens interessara, perd, el camp gravitatori a I’exterior de
lestrella. Des del punt de vista de Newton, I'estrella crearia un camp gravitatori
descrit per una funcié potencial V' que ha de complir ’equacié de Poisson

AV =4rKo,
on K és la constant de gravitacié universal. Fora de l’estrella la densitat de
massa o és nulla i, per tant, el potencial V' compleix 'equaciéo AV = 0. Des del
punt de vista relativista, a 'exterior de I'estrella la métrica g complira ’equacié
d’Einstein
1

Rlc—§Rg:0. (19.1)

Veurem a continuacié que aquesta equacié és equivalent a

Ric=0. (19.2)

En efecte, si indiquem per R;; les components del tensor de Ricci en una
determinada carta local, de (19.1) deduim

g 1
g <Rij - 2Rgij> =0.

295
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I com que ginij =Ri gijgij = 4, 'equaci6 anterior implica R — (%)R =0,
d’on R = 0. Llavors (19.1) queda reduida a (19.2). Reciprocament, si Ric =0
llavors també R = 01 (19.2) es pot escriure com (19.1).

Poc després que Einstein formulés la teoria de la relativitat general Schwarz-
schild va construir una métrica g que complia (19.2), que tenia simetria esférica i
que era estatica (ja precisarem més endavant aquests conceptes). L’espai-temps
de Schwarzschild descriu perfectament el camp gravitatori exterior produit per
estrelles no gaire denses. Posteriorment, a través de la métrica de Schwarzschild
també es va tractar d’'interpretar el camp gravitatori produit per estrelles de
gran densitat: els forats negres. En aquesta interpretacio la métrica deixava de
ser estatica i ja no tenia sentit usar els primitius arguments de Schwarzschild
per mostrar que la métrica havia de tenir ’expressié que ell havia donat. En la
majoria de presentacions que es poden trobar d’aquest tema a la literatura, no
esta justificat en absolut que es pugui utilitzar la métrica de Schwarzschild per
descriure els forats negres. Per tal de superar aquesta dificultat utilitzarem el
punt de vista de Bergman, Cahen i Koman en el seu article Spherically sym-
metric gravitational fields (J. Math. Phys. 6 (1965), 1-5). Abans necessitem,
pero, alguns rudiments de foliacions i grups de Lie que resumim a continuacio.
Aconsellariem, potser, que en primera lectura s’ometessin els apartats segiients
(1, 2, 31 4), que contenen el material matematic necessari per a lestudi fisic
del problema, i es passés directament a ’apartat 5.

1 Rudiments sobre foliacions

En aquesta seccié resumirem els conceptes basics sobre foliacions que utilit-
zarem més endavant. No demostrarem les proposicions d’aquesta secci6. Per
a aix0 remetrem el lector de manera especial al llibre de F. Warner titulat
Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups (Scott, Foresman and
Company, 1971).

Comencem definint el concepte de subvarietat d’una varietat diferenciable.
Sigui M una varietat diferenciable. Una subvarietat diferenciable N de M és
un subconjunt N C M amb una estructura de varietat diferenciable (capitol 4)
de tal manera que la inclusié canonica i: N — M és una aplicacié diferenciable
i que en cada punt x € N D'aplicaci6 lineal tangent (di),: T(N) — T, (M) és
injectiva.

Si M és una varietat diferenciable, una distribuci6 S de dimensio6 r sobre M
consisteix, per definici6, a assignar a cada punt z € M un subespai vectorial .S,
de T,;(M) de dimensi6 r. Una tal distribucio es diu diferenciable si per a cada
punt x € M existeixen un entorn U de x i r camps vectorials diferenciables,
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X1 ...X,, sobre U, que en cada punt y € U formen una base de S,.

Si S és una distribuci6 diferenciable de M, direm que un camp vectorial X
de M és de la distribucio6 i escriurem, fent un abtus de llenguatge, X € S si en
cada x € M es compleix X, € S,. Una distribuci6é S de M es diu involutiva si
compleix la condicié segiient:

XeS, YeS=[X,Y]eS.

Una distribuci6 involutiva s’anomena, també, foliacio.

Sigui S una distribuci6 diferenciable de M. Una subvarietat N de M es diu
subvarietat integral de la distribucio si en cada € N Vespai (di),(T,(N)), on
i és la inclusi6 canonica, (que és un subespai de T,,(M)) coincideix amb S,.

Sigui S una distribuci6 diferenciable de M que compleixi la condicié que
per a cada x € M passa una subvarietat integral de la distribuci6. Llavors S és
involutiva. En efecte, si X i Y sén dos camps vectorials de S i z és un punt de
M, veurem que [X,Y], € S,. Sigui N una subvarietat integral de S que passi
per . Com que en caday € N es té X,,Y, € S, =T,(N), X iY donen lloc
a camps de N. Com que el claudator de dos camps tangents a N és tangent,
(X,Y], € T,(N)=S, per a tot y € N.

El reciproc del resultat anterior constitueix el teorema de Frobenius, un dels
resultats basics sobre el qual es fonamenta la teoria de foliacions. Direm que
una carta local (U, ¢) d’una varietat M, amb U obert de M i ¢: U — R" un
homeomorfisme de U sobre ¢(U), és una carta local ctbica si p(U) és un cub
obert de R", aixo és, si existeixen p € p(U) i constants positives K'... K" de
manera que o(U) = {# € R" tals que |2° —p'| < K'perai=1,...,n}.

Teorema 19.1 (Teorema de Frobenius) Sigui M una varietat diferenciable i
S una distribucié involutiva de dimensié r. Cada xy € M té un entorn U
que és domini d’una carta local ciibica (U, ), de tal manera que per a cada
c=(ct...c") € p(U) la subvarietat de U donada per les equacions x" 1 =
o, 2" =" (on (2t ...2") sén les coordenades de U associades a la carta
local (U, ¢)) és subvarietat integral de S.

Dues distribucions diferenciables S i S’ sobre una varietat M es diuen trans-
verses si en cada punt « € M es compleix S, @ S, = T,,(M). Nosaltres neces-
sitem la segiient generalitzaci6é del teorema de Frobenius.

Teorema 19.2 Siguin S 1 S’ dues distribucions sobre M, la primera de di-
mensié r i la segona de dimensié n —r. Si S 1.5’ sén involutives i transverses,
cada punt xg € M té un entorn U que és domini d’una carta local ciubica (U, ¢),
de tal manera que per a cada c = (c!...c") € ¢(U) la subvarietat de U donada
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per les equacions "1 = ¢, ... 2" = " és subvarietat integral de S, i la
subvarietat de U donada per les equacions x* = c!,...,a" = ¢ és subvarietat

integral de S’.

Aquest teorema, pel fet de ser un corollari immediat de ’anterior, no se sol
trobar a la majoria de llibres. Donem-ne, doncs, la demostracio.

DEMOSTRACIO. Sigui (U1, ¢1) una carta local cubica de centre zp, de tal
manera que per a cada ¢ = (c!...c") € p1(U;) la subvarietat de U; donada
per zt =cl,... 2" = ¢ és subvarietat integral de S’ (teorema de Frobenius).
Sigui (Us, ¢2) una altra carta local ctibica de centre xg (anomenem ara y* ... y"
les coordenades corresponents), de tal manera que per a cada ¢ = (c'...c") €
©2(Us) la subvarietat de U, donada per y"+1 = ¢"+1 ... y" = " és subvarietat

integral de S. Sigui P; la composicié
Ui =5 ¢1(U) cR" "5 R,
on 7y és la projeccié (z!...2") — (z!...

Us 22 0o(Us) C R* "5 R

z"). Sigui P» la composicio

Pel teorema de la funcié inversa, 'aplicacié

UnlU, -2 R"
x —  (Pi(z), Pa(x))

és un difeomorfisme local en un entorn de zg, ja que 'aplicacié lineal tangent
de ¢ en el punt xy és un isomorfisme. Sigui U un entorn de xg sobre el qual
© sigui un difeomorfisme de U sobre ¢(U) i tal que p(U) sigui un cub de R".
Llavors (U, ¢) és la carta local buscada. I

2 Conceptes basics de grups de Lie

En aquesta seccioé resumirem els conceptes basics de grups de Lie que farem
servir més endavant. No donarem demostracions de la major part de proposi-
cions. Per a aix0 remetrem el lector, per exemple, al llibre de F. Warner titulat
Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups (Scott, Foresman and
Company, 1971).

Un grup de Lie no és altra cosa que un grup G dotat d’una estructura de
varietat diferenciable, de tal manera que l'operacié de grup

GxG — G

(a,b) — a-bt
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és una aplicacio diferenciable. Suposarem, a més, que G compleix el segon
axioma de numerabilitat (o sigui, que existeix una base numerable d’oberts de
G). Donat g € G, designarem per L, l'aplicacié G — G donada per z — gz
(que és una aplicacio diferenciable). Un camp vectorial diferenciable X sobre G
s’anomena invariant per l'esquerra si (Lg).X,-1, = X, peratotz € Gig € G.
El conjunt G de tots els camps vectorials X sobre G invariants per I'esquerra
té una estructura natural d’algebra de Lie sobre R, amb la suma, multiplicacié
per reals i claudator usuals dels camps vectorials sobre una varietat. G, amb
aquesta estructura, s’anomena algebra de Lie de G. Com a espai vectorial, G
és isomorf a 'espai tangent T.(G), on e és 'element neutre de G. En efecte,
laplicaci6 G — T,(G) donada per X — X, és un isomorfisme d’espais vectorials
(per exemple, si X, = 0 llavors X és nul, ja que X, = L, X, = 0).

Cada X € G genera un grup uniparamétric de transformacions ¢;, que és
global (o sigui, p¢(g) esta definit per a tot ¢ € Ritot g € G). En efecte, el grup
uniparametric local ¢; corresponent a X compleix la propietat Lgop; = ¢l
per a tot g € G, ja que Ly(X,-1,) = X,. Si ¢, esta definit per a [t| < e, sigui
to un nombre real qualsevol amb ¢y # 01 |tg] < . Considerem g = ¢y, ().
Tindrem

@t,(e) - pi(e) = Lypi(e) = orLge = ©i(g) = 01(p1,(€)) = Pryo(€) -

O sigui, ps,(€) - pi(€) = piie,(e). El membre de Pesquerra esta definit per
a |t| < e. Com que @y, (€) - i,(€) = ar,(€), ar, (€) esta definit. Pel mateix
raonament estaran definits sy, (€), @az, (€), - - . etc. Aixd prova que ¢y és global.
L’element ¢1(e) s’anomena exponencial de X i s’escriu exp X = ¢1(e). Es pot
veure immediatament que exptX = ¢(e) V.

Proposicié 19.3 Sigui G un grup de Lie i H un subgrup de G tancat (com
a subconjunt de espai topologic G). Llavors H es pot dotar d’una iinica
estructura de subvarietat diferenciable de G, que el converteix en un grup de
Lie.

Per exemple, el grup GL(n, R) d’automorfismes lineals de R" pot identificar-
se amb el grup de matrius n X n de deteminant diferent de zero. D’aquesta

manera, GL(n,R) pot considerar-se com un obert de R™ i llavors hereta de
2

R™ una estructura de varietat diferenciable que el converteix en un grup de
Lie. El grup O(n) d’isometries de R" i el grup SO(n) d’isometries de R™ que
conserven 'orientacioé son subgrups compactes de GL(n,R). En virtut de la
proposicié anterior hereten una estructura de grups de Lie. O(n) no és pas
connex. Té dues components connexes que es poden identificar respectivament
amb el conjunt de matrius de O(n) de determinant 1 i el conjunt de matrius
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de determinant —1. La component connexa de O(n) que conté la identitat és
precisament SO(n).

Si G és un grup de Lie i M és una varietat diferenciable, una acci6 de
G sobre M és, per definicio, una aplicaci6 diferenciable G x M — M, que
escriurem (g, z) — gz, que ha de complir les propietats segiients:

1) g1(g22) = (9192)x Vg1,92 € G 1 Vo € M.
2) ex=x Va € M, on e és element neutre de G.

Una accié de G sobre M es diu transitiva si, donats dos punts x i y de M,
existeix g € G tal que gx = y. Una acci6 de G sobre M es diu efectiva si la
condicié gxr = x per a tot x € M implica g = e.

Per exemple, GL(n,R) actua de manera natural sobre R",

GL(n,R)xR" — R"
(A, v) — Av

on Av indica el producte de la matriu A per la matriu d’una sola columna
formada per les components de v. Aquesta accié no és transitiva ja que A0 = 0
per a tot A. En canvi, I’acci6é anterior déna lloc, per restriccio, a una accid

GL(n,R) x (R" —{0}) — (R" —{0})

que si que és transitiva.

Si G x M — M és una accié de G sobre M, donat xg € M, el conjunt I, =
{g € G tals que gzy = xp} és un subgrup tancat de G (i per la proposicié 19.3
és un grup de Lie). I, s’anomena subgrup d’isotropia de xg. Un punt xg € M
es diu fix per l'acci6 de G si grg = xg per a tot g € G, la qual cosa equival a
dir que I;, = G. De la continuitat de I'aplicacié G x M — M es desprén que
el conjunt de punts fixos de M per l'accié de G és un tancat de M.

Sigui G un grup de Lie i H un subgrup tancat de G. Sigui G/H el conjunt
quocient de G per la relacié d’equivaléncia g; ~ ga si g7 lgo € H. La classe [9]
de g és el subconjunt gH. (G/H, en general, no és un grup. Només ho sera
quan H sigui un subgrup normal.) Sigui 7 la projeccié canonica G — G/H
que assigna a cada g € G la seva classe gH. Considerem a G/H la topologia
quocient, que consisteix a dir que un subconjunt U C G//H és obert si 7= 1(U)
és obert a G.

Proposici6 19.4 Si G és un grup de Lie i H és un subgrup tancat, G/H es
pot dotar d’una estructura natural de varietat diferenciable de tal manera que
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Paplicacio
GxG/H — G/H
(91, 92H) — gi1goH

és una accié diferenciable de G sobre G/H.

Proposicié 19.5 Sigui G un grup de Lie, M una varietat diferenciable, i
G X M — M una accié6 transitiva de G sobre M. Sigui o un punt qualsevol
de M i H el subgrup d’isotropia de xq. Llavors I’aplicacié natural

G/H — M
gH — gxo
és un difeomorfisme.

D’aquesta proposicié es dedueix que l’estructura de varietat diferenciable
sobre G/H donada per la proposicié 19.4 és tnica entre les que compleixen la
propietat que

GxG/H — G/H
(91, 92H) — g1g2H

és una acci6 diferenciable de G sobre G/H.

Per exemple, SO(n) actua de manera natural sobre la varietat S"~! de
vectors de R" de norma 1. Aquesta accié SO(n) x S"~1 — §"~1 &s transiti-
va. El grup d’isotropia del pol nord de S"~1 és SO(n — 1). D’acord amb la
proposicié 19.5 tindrem S"~! = SO(n)/SO(n — 1).

3 Varietats de Lorentz amb simetria esférica

Direm que una varietat de Lorentz (M, g) té simetria esférica si existeix una
accio efectiva SO(3) x M — M de SO(3) sobre M que compleix les dues
propietats segiients:

1) Per a cada o € SO(3), l'aplicaci6 M — M donada per © — ax és una
isometria.

2) Per a cada x € M que no és un punt fix per 'accié de SO(3), el conjunt
S(z) ={ax Va e SO(3)}, anomenat orbita de x per I'accio de SO(3),
és una subvarietat espacial de M de dimensio6 2 (“espacial” vol dir que per
a cada y € S(z), la métrica g restringida a T (S(z)) C T, (M) és definida
positiva).
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Si I(M) designa el grup d’isometries de (M, g), la condici6 1 ens déna un
morfisme SO(3) — I(M) definit per « — (x — ax). El fet que lacci6 sigui
efectiva equival a dir que el morfisme anterior és injectiu. Tindrem, per tant,
SO(3) C I(M).

Donem ara alguns exemples de varietats de Lorentz amb simetria esférica.

SO(3) actua de manera natural sobre R%. Fem actuar ara SO(3) sobre R*
de la manera segiient:

A SO(3) x R* o R

(o, (21,22, 23, 2%) —  (a(zh,2?,23),2%)
on a(z',2?, %) indica I’acci6 natural de SO(3) sobre R®. Els punts fixos de
'accio A son els de la recta 2* = 22 = 23 = 0. Prenguem sobre R* la métrica
de Minkowski. Obviament, (R*, g) admet simetria esférica per 'accio .

Sigui ara M l’obert de R* format pels punts (2!, 22, 2%, 2*) amb (2!, 22, 2°)
# (0,0,0). Anomenem també g la restriccio a M de la métrica de Minkowski.
L’acci6 A domna lloc, per restriccid, a una accio SO(3) x M — M sense punts
fixos. Llavors (M, g) admet simetria esférica per aquesta accio.

Considerem, finalment, un exemple amb dues corbes de punts fixos. Sigui
S3 Vesfera unitat de R*. L’accio A de SO(3) sobre R* descrita anteriorment
déna lloc, per restriccié, a una accio SO(3) x S% — S3 que deixa fixos el pol
nord P, = (0,0,0,1) i el pol sud P, = (0,0,0,—1) de 'esfera S®. Sigui ara
M = S3xR amb la métrica g = gs—dt?, on gg és la métrica sobre S obtinguda
per restricci6 de la métrica euclidiana usual de R? i ¢ és la coordenada canonica
de R. Fem actuar SO(3) sobre M de la manera segiient:

SOB)xM — M
(a,(z,t)  — (af2).1),

onz € S3it e R. Obviament, (M,g) admet simetria esférica per aquesta
accio. Els punts fixos d’aquesta accié son tots els de les dues rectes {P,,} x R
i{P:} xR.

El nostre objectiu en aquesta secci6 és veure si la condicié6 que una varie-
tat de Lorentz (M, g) admeti simetria esférica ens permet dir com ha de ser
localment la métrica g. Ens proposem provar el resultat segiient.

Teorema 19.6 Sigui (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esférica
SO(3) x M — M. Cada punt o de M que no és fix per I'accié6 de SO(3)
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admet un entorn U que és domini d’una carta local ciibica (U, r,t,0, ) en qué
la métrica g s’expressa

g = i (dw?) + K2 (r, t)m5(d9Q?),

on m i my sén respectivament les projeccions (r,t,0,0) — (r,t,00,p0) 1 (r,
t, 0, ©) = (ro,t0,0,¢), amb (rg,to,00,¢0) les coordenades de xg, dw? és una
métrica d’index 1 sobre la superficie Cy d’equacions 6 = 0y, ¢ = @o i dQ? és
una métrica definida positiva sobre la superficie Sy d’equacions r = ¢, t = to,
que té curvatura constant positiva (Sy és isométrica a un tros d’esfera).

Abans de demostrar aquest teorema, pero, haurem de preparar una mica el
terreny. En primer lloc necessitem un resultat general de varietats de Riemann
relatiu al que s’anomena aplicacio exponencial (no la confongueu amb laplicacio
exponencial dels grups de Lie descrita a Papartat 2) i que nosaltres donarem
aqui convenientment adaptat a les varietats de Lorentz.

Sigui (M, g) una varietat de Lorentz,  un punt de M i v € T,,(M). Sigui
t — z(t,x,v) la geodésica que passa per x i té v com a vector tangent en aquest
punt. Aquesta geodésica (pel fet de ser solucié de lequaci6 diferencial de les
geodésiques amb condicions inicials donades) esta definida en principi per a
|t| < e. Si esta definida per a t = 1, llavors z(1, z,v) s’anomena exponencial
geodésica de v en el punt z i s’escriu exp, v = z(1, z,v).

Proposicio 19.7 Sigui (M, g) una varietat de Lorentz. Per a cada xg € M
existeix un entorn U de xy amb la propietat segiient: per a cada x € U existeix
un entorn W, de l'origen a T, (M) de tal manera que 'aplicacié

T,(M)>W, — M
U —F exp,V

esta definida, la imatge U, de W, per aquesta aplicacié és un obert de M,
aquesta aplicacié déna un difeomorfisme entre W, i U,, i, a més, U C U,.

DEMOSTRACIO. Pel teorema d’existéncia i unicitat de solucions d’equacions
diferencials ordinaries, donada una equacié del tipus

d?z dz
e _pl. 2z
a2 <’Z dt) ’

amb z de R" i F una aplicaci6 diferenciable de R*™ en R", donat el punt
(zd,...,z2,0...0) de R?", existeix un entorn W d’aquest punt i un ¢ > 0 tals
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que per a cada (x,v) € W l'equaci6 diferencial anterior té una tnica soluci6
2(t,x,v) amb les condicions inicials z(0,z,v) = y, 2(0,x,v) = v, definida per
a [t| < e. A més, aquesta solucio depén diferenciablement de les condicions
inicials (z,v). Apliquem aixo a la nostra situacié. Fixem, primer, o € M.
Prenguem una carta local (U, (z!, 22, 23, 2%)) de M amb z € U. L’equacié de
les geodésiques en aquesta carta sera del tipus anterior. Sigui V = {(z,v) €
R? tals que (z,2v/c) € W}. V sera un entorn de (x0,0) a R®. Observem,
ara, que si C' és una constant qualsevol, z(t,z,Cv) = z(Ct,x,v), ja que les
dues corbes t — z(t,z,Cv) i t — (Ct,z,v) compleixen la mateixa equacid
diferencial amb les mateixes condicions inicials. Quan (x,v) € V, z(t, z,2v/¢)
estara definida per a |t| < e. Pero z(t,x,2v/e) = z(2t/e,x,v). Fent t = £/2,
resultara que z(1,z,v) estara definida. Per tant, laplicaci6

ROV — M

(x,v) — exp,v
esta definida i és diferenciable. Sigui f ’aplicaci6

f:v — M x M

(x,v) — (z,exp,v) .

Sigui f. l'aplicacio lineal tangent de f en el punt (z¢,0). AU xU C M x M

prenguem les coordenades (z'...x% #'...7%), on #'...7* és una segona copia
de z' ... 2% L’aplicaci6 f funciona aixi:
(.t ot oot — (22t 2 () L 2 (1 2 w)

Derivant la condicié 2% (¢, z,v) = (1, x,tv) respecte a t en el punt t = 0 s’obté
immediatament que

0z*(1,z,0)
ovd
Utilitzant aquest fet es pot veure immediatament que

:(5”

f.(0/0x) = 0/0x" + 0/0F
f.(0/ovt) = 0/0F" .
Per tant, f. déna un isomorfisme entre els espais tangents. Pel teorema de la

funcié inversa, existira un entorn V' de (zo,0) contingut a V sobre el qual f
donara un difeomorfisme entre V' i la seva imatge f(V'). Sigui V; un entorn
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de zg a R47 i V5 un entorn de 'origen a R* tals que Vi x Vo C V', Sigui U un
entorn de 29 a M tal que U x U C f(V; x V3). Llavors aquest entorn U de g
compleix totes les condicions de la proposici6. |

Tornem ara al nostre problema. Suposem, com abans, que (M, g) és una
varietat de Lorentz amb simetria esférica SO(3) x M — M. Fixem un punt
qualsevol zg € M que no sigui fix per 'accio de SO(3). L’orbita S(xg) d’aquest
punt és una subvarietat espacial de dimensié 2 de M. SO(3) actua sobre S(xp)
ja que si y € S(zo) existeix f € SO(3) amb y = f(x0). Llavors a(y) =
af(ze) € S(xg). L'accio de SO(3) sobre S(xg) és transitiva en virtut de la
definicio mateixa de S(zg). Sigui I, el subgrup d’isotropia del punt zy. SO(3)
és un grup de Lie de dimensi6 3 (ja que el seu espai tangent a 1’element neutre
es pot identificar amb el conjunt de matrius 3 x 3 antisimétriques). En virtut
de la proposicié 19.3, I, és una subvarietat diferenciable de SO(3). Per les
proposicions 19.4 i 19.5, S(xg) = SO(3)/I;,. Com que S(zp) té dimensio 2,
I, haura de tenir dimensié 1. El nostre objectiu és veure que I, és un grup
de Lie isomorf a SO(2). Abans, perd, necessitem el resultat segiient.

Lema 19.8 Sigui {¢:} un subgrup uniparamétric de transformacions de SO(3)
i e Pelement neutre de SO(3). Llavors {¢:(e)} és un subgrup de SO(3) de ro-
tacions. Dit d’'una manera més precisa, si pensem els elements de SO(3) com a
transformacions de R® que conserven el producte escalar i Iorientacié usuals,
es pot escollir una base ortonormal i positiva de R?, {e1,€e2,e3}, de manera
que, per a tot t € R, p4(e) sigui la transformacié que en aquesta base té com

a matriu
coskt —sinkt O

pi(e) = | sinkt coskt 0| ,
0 0 1

on k és una constant.

DEMOSTRACIO. Com que en tot grup de Lie G l'aplicacié exponencial dona
un difeomorfisme d’un entorn de l'origen a T, (G) sobre un entorn U de e a G,
existira un entorn U de e a SO(3) tal que per a tot o € U existeix un tnic
grup uniparameétric {¢;} amb les condicions ¢g(e) = e i 91(e) = a. Escollim
un to > 0 tal que @y, (e) € U. Anomenem « Pelement ¢, (e). Vegem en primer
lloc que si considerem a com a transformaci6 lineal de R?, admet un vector
propi de valor propi 1 (aixd ho compleixen tots els o € SO(3)). En efecte, sigui
P(X) = det(aw — X1I) el polinomi caracteristic de a. Totes les arrels reals de
P(X) son valors propis de a.. Perd com que « és de SO(3), el valor absolut
dels seus valors propis ha de ser 1. Com que P(X) és un polinomi de grau
3, tindra almenys una arrel real. Si les tres arrels de P(X) fossin reals, n’hi
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hauria d’haver una que fos 1, ja que si les tres fossin —1, el determinant de
« (producte dels tres valors propis) seria —1, en contra de la hipotesi que «
és de SO(3). En aquest cas veiem, doncs, que 1 és valor propi de a. Com
que les arrels complexes de P(X) han d’anar aparellades cada una amb la seva
conjugada, P(X) no pot tenir dues arrels reals i una de complexa. Veurem ara
que si P(X) té només una arrel real, aquesta ha de ser 1. En efecte, si o, A i
A s6n aquestes arrels, el producte de les tres, = | A |, que és el determinant, ha
de ser 1. D’aqui es dedueix que x ha de ser positiu, i, per tant, 1. Hem vist,
doncs, que existeix un vector propi de « de valor propi 1. Sigui es un tal vector
propi que, a més, tingui norma 1. Completem-lo amb dos altres vectors eq, es
de manera que {e1, es, e3} sigui una base ortonormal positiva de R?. Com que
« és una isometria de R® i deixa e invariant, deixara invariant el complement
ortogonal de e3 que és l'espai engendrat per e; i es. Aixi doncs, la matriu de
«a en aquesta base sera de la forma

[ecRE SIS
==

a
a=|c
0

amb a, b, ¢, d formant una matriu de SO(2), o sigui, de la forma

a b\ (cosp —sinp
¢ d) \sinp cosp

per a un cert p. Si posem

costp —sintp 0
Yr(e)=| sintp costp 0| ,
0 0 1

tindrem que v, (e) és un subgrup uniparameétric amb g(e) = eiy(e) = a. A
meés, o+, (e) compleix les mateixes condicions, ja que quan 7 = 1, ¢, (e) = a.
Com que « € U, aixo implica (per la unicitat dels grups uniparameétrics) que
©rt,(€) = P (e), per a tot T que compleixi 0 < 7 < 1. Pero si dos subgrups
uniparameétrics coincideixen per a 0 < 7 < 1, coincideixen per a tot 7 per
la condici6 de subgrup. Per tant, si designem per t ’element 7ty tindrem
wi(e) = Yy /4, (e), com voliem veure. i

Proposicio 19.9 Sigui H un subgrup de SO(3), tancat i de dimensié 1. Si-
gui Hy la component connexa de H que conté la identitat. Llavors, o bé H és
connex i H = Hy, o bé H té dues components connexes Hy i Hy. Si pensem els
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elements de SO(3) com a transformacions de R?, es pot trobar una base orto-
normal positiva de R?, {e1,e2,e3}, tal que Hy és el conjunt de transformacions
de R? que en aquesta base s’expressen per matrius de la forma

cost —sint 0
sint cost O
0 0 1

i Hy, si existeix, és el conjunt de transformacions que s’expressen per matrius
de la forma
cost sint 0
sint —cost 0
0 0 -1

DEMOSTRACIO. De la proposicié 19.3, H és un grup de Lie de dimensi6 1.
La seva algebra de Lie sera isomorfa a R. Considerem 1’aplicacié exponencial,
exp: R — H C SO(3). Si per a cada a € SO(3) i cada t € R definim 94 (a) =
a - exp(t), tindrem un grup uniparamétric de transformacions de SO(3), ja que
e(ty(a)) = Yo(a - exp(s)) = a- exp(s) - exp(t) = a - exp(t + s) = v+ (a).

Pel lema 19.8 podrem escollir una base de R® ortonormal i positiva {e1,
es, e}, de manera que, per a tot t' € R, ¢4 (e) sigui la transformacié que en
aquesta base té com a matriu

cos Kt' —sinKt' 0
exp(t') =y (e) = [ sinKt' cosKt' 0] ,
0 0 1

on K és una constant. Fem el canvi de parametre ¢ = Kt' i anomenem ¢;(e)
I'element v,k (€). Com que l'aplicaci6 R — H C SO(3) donada per t — ¢4 (e
és diferenciable, sera continua i la imatge haura de ser Hy. O sigui, Hy =
{pt(e) Vt € R} =2 SO(2). Si H és connex llavors H = Hj i la proposicio
queda demostrada. Suposem H no connex. Prenguem 8 € H,5 ¢ H,. El
morfisme H — H donat per @« — BaB~! aplicara Hy en Hy i donara un
automorfisme de Hy. Com que Hy = SO(2) = S! i com que només existeixen
dos automorfismes de S', que son la identitat i ’automorfisme o — a~*,
tindrem que o bé Baf~! = a per a tot a € Hy, o bé faB~t = a~! per a tot
a € Hy. Es adir, o bé o = Ba, o bé a '8 = Ba Va € Hy. B i « seran
matrius de la forma

P Q@ R cost —sint 0
=S T U a=| sint cost O
V X Y 0 0 1
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[a sera una matriu de la forma

° ° R
. ° U ,
Vecost+ Xsint —Vsint+ Xcost Y

on els punts indiquen elements la forma dels quals no ens interessa. afi a3

seran de la forma
e e Rcost—eUsint

e e cRsint+ Ucost
vV X Y

amb £ = +1. Quan ¢ = 1 la matriu anterior correspon a a8 i quan € = —1
correspon a o~ ' 3. Igualant amb Ba, queda

R(cost —1) —eUsint =0 V(cost — 1)+ X sint =0
eRsint + U(cost—1) =0 —Vsint+ X(cost—1) =0.

Si pensem R, U,V i X com a incognites, els dos sistemes anteriors tenen de-
terminant 2(1 — cost). Quan ¢ no és multiple enter de 27 el determinant no
s'anulla i R,U,V i X hauran de ser 0. Per tant, 8 haura de ser de la forma

P Q 0
B=(s T o
0 0 Y

Aixi doncs, 3 deixa invariant el subespai < e3 > de R®. Com que § €
SO(3), B(es) = tes. Si B(e3) = e3 llavors Y =1 i la matriu

(5 7)

haura de tenir determinant 1 i haura de ser de SO(2). Llavors § sera de la
forma

cost —sint 0
sint cost O
0 0 1

i, per tant, sera de Hy en contra de la hipotesi. L’'anica possibilitat que queda
és B(e3) = —es3, Y = —1. Llavors la matriu

(5 %)
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haura de ser de O(2) amb determinant —1. Per tant, 3 sera de la forma

cost  sint 0
sint —cost O
0 0 -1

Sigui H; el conjunt de matrius de la forma anterior. Observem que quan H
no és connex Hy C H ja que en aquest cas, com hem vist, existeix una matriu
B € H que és de la forma anterior per a un valor ¢t = ¢y del parametre. Llavors
els productes

cost —sint 0 costy  sintg 0
sint cost 0 sintg —costg O ,
0 0 1 0 0 -1

que soén de la forma

cos(t +tg)  sin(t + to) 0
sin(t +tg) —cos(t+1ty) O ,
0 0 -1

seran de H, i aixi s’obtenen totes les matrius de H;. Resumint, hem vist que
quan H no és connex llavors H; C H itot 8 € H que no és de Hy és de H;. 1

Sigui com sempre (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esférica,
SO(3) x M — M. Sigui xo un punt de M no fix per I’accié de SO(3). Hem vist
abans que SO(3) actua transitivament sobre 1'orbita S(xg), SO(3) x S(x¢) —
S(xg). Si I, és el grup d’isotropia de z¢ i o € I,, « transforma corbes
de S(x0) que surten de zg en corbes de S(xg) que surten de zg. Per tant,
laplicaci6 lineal tangent de « en el punt xg, (da)s,, transforma T, (S(zg)) en
T.,(S(x0)). Aixi doncs, I, actua sobre Iespai vectorial T, (S(zo)),

Loy X Ty (S(0)) — Ty (S(0)) -

Designem per Iso(Ty, (S(xo)) el grup d’isometries de espai vectorial Ty, (S(x0))
respecte a la meétrica g (que és definida positiva sobre T, (S(z¢))). Aquest
grup d’isometries sera isomorf a O(2). Elegida una orientacié de T, (S(zo)),
designem per Rot(T,,(S(zo))) el subgrup de Iso(T,,(S(zp))) format per les
isometries que conserven l'orientacié (subgrup que no depén de orientacio
elegida). Rot(T,,(S(z0))) = SO(2). Considerem el morfisme

Iaao — ISO(TIO(S(xO)))
(&7 — (do‘)xo .

La imatge d’aquest morfisme s’anomena grup lineal d’isotropia del punt xzg.
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Proposicié 19.10 I,, és isomorf al grup lineal d’isotropia. Aquest sera o
bé Rot(Ty,(S(xo))), quan I, és connex, o bé Iso(T,,(S(xg))), quan I, no és
connex.

DEMOSTRACIO. Considerem el morfisme de I, a Iso(Ty,(S(x0))) donat per
a — (da)s,. Provem que és injectiu. Tot a € I, és una isometria de la varietat
de Riemann (S(zg),g). Per tant, transforma geodésiques que surten de z( en
geodésiques que surten de zg. Si (da),, és la identitat, « sera la identitat en un
petit entorn de zg a S(z¢) (ja que haura de transformar tota petita geodésica
que surti de xg en ella mateixa). Provem que aixo implica que « és I'element
neutre de SO(3). En efecte, si x # z¢p amb ax = = (z proxim a zp), com que
S(zo) =2 SO(3)/1,, (per les proposicions 19.4 1 19.5) i I'actuacié de SO(3) sobre
S(zp) (a través d’aquest isomorfisme) és la mateixa que lactuacié natural de
SO(3) sobre SO(3)/1,,,

SO(3) x SO(3)/I,, — SO3)/Ls,

(a, bl;,) — abl,, ,

lelement 2 € S(zp) correspondra a un element bl,, € SO(3)/1,,. La condicio
x # xo s’escriurd b ¢ I,,. La condicié ax = x s’escriura abl,, = bl,,. O sigui,
b~ labl,, = I,,. O sigui, b~*abh € I, per a tot h € I,,. Multiplicant per h~!
ala dreta, b~tab € I,,. Per tant, existeix o/ € I, tal que b= 'ab = o/. O sigui,
ab = ba’. Com que o i o son de I, existeix una base {ej,es,e3} de R® en
qué a i o s’expressen per matrius de la forma segiient (proposicié 19.9):

cost —esint 0 cost’ —¢&'sint’ 0
a= | sint ecost 0 o = | sint! €cost’ 0|,
0 0 € 0 0 e’

amb e =+11i¢e' = +1. Posem

P Q R
b=|S T U
V X Y

Llavors ab i ba’ seran de la forma segiient:

e o Rcost—eUsint e o R
ab=| e e Rsint+eUcost bo'! = e e U
o o eY e o Y
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Si agafem un b amb la component Y # 0, igualant ab amb ba’ obtenim ¢ = &’ i

R(cost —e) —eUsint =0
Rsint +eU(cost —1) =0 .

Com que aix0 s’ha de complir per a tot parell (R,U) proxim a (0,0), els co-
eficients s’han d’anullar tots. Per tant, sint = 0, cost = 1ie =1, don «
és l'element neutre. Aixo prova que laplicaci6 a — (da),, és injectiva. La
imatge d’aquest morfisme és (per definicié) el grup lineal d’isotropia de .
Anomenem G aquesta imatge. Es facil veure que el morfisme a — (da),, és
diferenciable (morfisme de grups de Lie). G sera doncs un subgrup de Lie de
dimensi6 1 de Iso(Ty, (S(z0))) = O(2). Pot ser, doncs, o bé tot Iso(T,, (S(xo)))
0 bé Rot (T, (S(zp))) = SO(2). Quan I, sigui connex, G haura de ser connex
i, per tant, isomorf a SO(2). I

Posem ara un exemple on el grup d’isotropia I, de qualsevol punt xp no
sigui connex i sigui isomorf, per tant, a O(2). Sigui P, ’espai projectiu real de
dimensi6 2. P, pot ser construit com l'espai quocient de 1’esfera unitat 52 de
R? per la relaci6 d’equivaléncia que identifica els punts diametralment oposats.
SO(3) actua de manera natural sobre S2. Ara bé, si a € SO(3) i v és un vector
de R® de norma 1, a(v) i a(—v) son diametralment oposats. Aixo ens diu que
'accié de SO(3) sobre S? passa al quocient i déna lloc a una acci6

SO(S) X PQ — PQ .

D’altra banda, quan identifiquem T, (5?) amb T, (S?) per mitja de la simetria
w — —w, si g és la métrica de Riemann sobre S? obtinguda per restriccié de
la métrica euclidiana de R?, tindrem g(w,ws) = g(—wy, —wy). Per tant, g
déna lloc a una meétrica de Riemann sobre P, que continuarem designant per
g. Considerem la varietat producte M = P» x R? amb la métrica producte
g% ¢, on g és lametrica de Minkowski usual de R%. M amb aquesta métrica
és una varietat de Lorentz. Definim una acci6é de SO(3) sobre M per

SO(3) x (P, xR*) — P, xR?
(a, (z,9)) — (a(z),y)

on «a(z) indica accié de SO(3) sobre P, definida abans. M amb aquesta acci6
té simetria esférica i el grup d’isotropia de qualsevol punt és O(2).

Observacio. Aquest exemple s’aparta una mica de la intuicié que tenim de
“simetria esférica” ja que sempre ens imaginem que 1’0rbita de qualsevol punt
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no fix és una esfera i que el grup d’isotropia és SO(2). Per evitar exemples
com aquest, a la definicié de “simetria esférica” potser hauriem d’haver exigit
que el grup d’isotropia I, de qualsevol punt x no fix per l'accio de SO(3)
fos connex. De totes maneres, no modificarem la definici6 que hem donat ja
que qualsevol varietat que tingui simetria esférica d’acord amb la intuicio, té
simetria esférica d’acord amb la nostra definicié. A més, els resultats que volem
obtenir es desprenen de qualsevol de les dues definicions possibles.

Proposicié 19.11 Sigui (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esféri-
ca, SO(3) x M — M. Sigui zy un punt de M no fix per I'accié de SO(3).
Sigui S(xg) lorbita de xg per aquesta accié, dotada de la métrica obtinguda
per restriccié de la métrica g de M. Sigui I, el grup d’isotropia de xy. Sigui
52 Desfera unitat de R® amb la seva métrica usual que designarem aqui per
§. Sigui Py l'espai projectiu de dimensié 2 construit a partir de S? identificant
punts diametralment oposats, dotat de la métrica induida per § (métrica que
continuarem designant per g). Si I,, és connex, llavors existeix un difeomor-
fisme f:S(x¢) — S? que compleix f*(§) = kg, on k és una constant positiva.
Si I, no és connex, llavors existeix un difeomorfisme f:S(z¢) — P, amb la
mateixa propietat, f*(g) = kg, k > 0.

DEMOSTRACIO. Situem-nos, en primer lloc, en la hipotesi que I, és connex.
Escollim una base ortonormal i positiva de R3, {€1, €2, €5}, de manera que I,
sigui expressat per matrius que en aquesta base tinguin la forma

cost —sint 0
sint cost 0
0 0 1

(proposicié 19.9). Definim ara f:S(zo) — S> € R? de la manera segiient.
Si x € S(xo), existeix v € SO(3) tal que z = a(xp). Definim f(x) = a(es).
Observem que la definici6 de f no depén del o € SO(3) elegit tal que x = a(xy).
En efecte, si o/ € SO(3) amb a(xg) = o/(zg), lavors a~ta’ € I,,. Per tant,
a~ta/(€3) = &3, ja que els elements de I,, son representats per matrius de la
forma anterior. Pel mateix procediment, és facil construir I'aplicacié inversa de
£, 182 — S(wo).

Provem ara que si § € SO(3) llavors f(B(x)) = B(f(x)) Yz € S(zo).
En efecte, si # = a(zg) amb a € SO(3), tindrem Bz = fa(zg), f(Bz) =
f(Ba(xg)) = Ba(€s). D’altra banda, B(f(x)) = B(f(a(xy))) = Pa(és). De la
propietat que acabem de demostrar es dedueix que si 8 € I, llavors I'aplicaci6
lineal tangent de f en el punt zg, (df)s,, complira (df)z, © (df)z, = (dB)es ©
(df )z, Aix0 té com a conseqiiéncia que vectors de Ty, (S(zp)) d’igual norma
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s’apliquen per df en vectors de T, (S?) d’igual norma, malgrat que la norma que
tenien a Ty, (S(z0)) pot no ser la mateixa que la de les seves imatges a T, (S?).
En efecte, si v i w son vectors de Ty, (S(zg)) d’igual norma, com que I, actua
sobre Ty, (S(x0)) com el grup de rotacions Rot(Ty,(S(xo))) (proposicié 19.10),
existeix sempre 8 € I, tal que (df)z,v = w. Llavors §((df)w, (df)w) =
9((df)(dB)v, (df)(dB)v) = g((dB)(df)v, (dB)(df )v) = (pel fet que 3 és isometria
de S?) = g((df)v, (df)v). D’aqui deduim que existeix una constant positi-
va k tal que per a qualsevol parell de vectors v,w de Ty, (S(xo)) compleix
g((df)v, (df )w) = kg(v,w). Provem que la mateixa propietat es compleix per a
qualsevol parell de vectors tangents en qualsevol altre punt « de S(x¢) diferent
de zp, amb la mateixa constant k. Si v,w € T,(S(x)) amb x € S(zp), sigui
a € SO(3) amb & = a(xg). Com que « actua sobre S(xp) com una isometria i
sobre S? també, tindrem

gf(m) ((df)’U, (df)w) = gf(mo) ((dail)(df)vv (dail)(df)w) =
= Gt (o) ((df)(da v, (df)(da~w) =
= kgz, ((da™)v, (datw) = kgy(v,w) .

Aixo prova la proposicié en el cas que I, és connex.

Suposem ara que I, no és connex. Llavors, d’acord amb la proposicié 19.9,
només tindra dues components connexes. Elegim una base {€}, 5,3} de R3
de tal manera que I, sigui expressat en aquesta base per matrius de la forma

cost —esint 0
sint ecost 0O
0 0 €

amb € = +1. Definim ara f: S(z¢) — P» de la manera segiient. Sigui z € S(x¢).
Sigui a € SO(3) tal que © = axg. Definim f(x) = classe de a(é3) a P, = S?/ ~.
Si o/ és un altre element de SO(3) tal que z = o'z, llavors a~ 1o/ € I, i, per
tant, sera una matriu de la forma anterior. Veiem, doncs, que a~1a/(e3) = ces.
O sigui, classe de o'(e3) = classe de a(e3). Aix0 prova que f estd ben definida.
La demostracié continua, llavors, com en el cas anterior. i

Sigui, com sempre, (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esférica
SO(3) x M — M. Sigui 2 un punt no fix per l'acci6 de SO(3). Designem per
C(xp) el conjunt de punts de M format per totes les geodésiques que surten
de zp amb vector tangent ortogonal a T,,(S(x¢)). En virtut de la proposi-
ci6 19.7 existira un entorn U de xg tal que per a tot y € U, U NC(y) és una
subvarietat de M, ja que amb les notacions d’aquella proposicio, U N C(y) =
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U Nexp, (T,(S(y))=- NW,), i exp, és un difeomorfisme sobre W, (la imatge
d’una subvarietat per un difeomorfisme és una subvarietat!).

Proposicié 19.12 Sigui (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esférica,
SO(3) x M — M. Sigui x € M no fix per accié de SO(3). Sigui U un entorn
de x tal que no contingui cap punt fix i que U N C(y) sigui una subvarietat de
M peratotyeU. SiyeUnNC(x), lavors Ty (S(y)) és ortogonal a T, (C(x)).

DEMOSTRACIO. Sigui H, la component connexa de la identitat del grup d’i-
sotropia I, de z. Com que els elements de H, son isometries de T,.(M) que
transformen T,(S(z)) en T,(S(z)), hauran de transformar el seu complement
ortogonal T, (C(x)) en ell mateix. Com que son isometries, transformen geodé-
siques en geodésiques. Per tant, H, haura de transformar el conjunt C(x) en
ell mateix. Ara veurem que H, deixa fixos tots els punts de C(z). Com que
C(x) 1 S(x) son, en un entorn convenient de z, dues subvarietats diferenciables
transverses (aixo és, T,(S(z)) ® T, (C(x)) = T (M)), existira un entorn V de x
a C(z)NU tal que C(z) i S(y) seran encara transverses per a tot y € V. Sigui y
un punt qualsevol de V. Veurem que H, ha de deixar fix y. En efecte, H, és un
grup uniparamétric (de rotacions), H, = {¢:},.g- Com que y € C(z) N S(y)
i H, deixa invariant C(z) i S(y), ¢+(y) ha de ser una corba continguda a la
vegada a C(x) i a S(y). Per tant, el seu vector tangent ¢o(y) ha de ser nul
pel fet d’estar contingut a la interseccio Ty, (C(z)) N T, (S(y)). Com que aixo es
compleix per a tot y € V', ¢, engendra el camp vectorial nul sobre V. Per tant
¢ ha d’actuar sobre V deixant fixos tots els punts. D’aqui deduim que H,
actua sobre I’espai tangent T, (C(z)) com la identitat. Com que H, transforma
geodésiques en geodésiques, per la definici6 mateixa de C(x) haura de deixar
fixos tots els punts de C(x).

Vegem ara que si y € U NC(z), llavors T, (S(y)) és ortogonal a T, (C(x)).
Prenguem v € T,,(S(y)) i w € T, (C(z)). Tindrem

g(v,w) = g (:(v), pr(w)) = g(pe(v), w).

Derivant respecte a ¢ per a t = 0, tindrem 0 = g(¢o(v),w). Ara bé, com
que H, C H, (ja que els elements de H, deixen fix y) i com que H, ac-
tua sobre T, (S(y)) com el grup de rotacions d’aquest espai (proposicié 19.10),
Yo(v) és un vector de T, (S(y)) perpendicular a v. Quan v recorre tots els vec-
tors de T, (S(y)), ¢o(v) recorrera, per tant, tots els vectors de T, (S(y)). Aixi
doncs, la igualtat 0 = g(¢o(v), w) ens assegura que w és perpendicular a lespai

Ty(S(y)) |

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 19.6. Sigui (M, g) una varietat de Lorentz amb
simetria esférica, SO(3) x M — M. Sigui o un punt de M no fix per I’accié
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de SO(3). Sigui U’ un entorn de zy tal que no contingui cap punt fix i que
U’ N C(y) sigui una subvarietat de M per a tot y € U’. Considerem, a U’,
les dues distribucions segiients: y — T,(S(y)) i y — T,(S(y))*. La primera
distribuci6 és obviament involutiva, ja que les diferents orbites S(z) que tallen
U’ son subvarietats integrals. La segona distribucié també és involutiva ja
que, per la proposicio 19.12, per a cada x € U’ la subvarietat C(z) N U’ és
subvarietat integral. Pel teorema 19.2 podem trobar un entorn U de xy que
és domini d’una carta local cubica (U,r,t,60,p) de tal manera que, a U, les
subvarietats r = constant, ¢ = constant, sén orbites S(z), mentre que les
subvarietats § = constant, ¢ = constant, son subvarietats C(x). Fixats r i ¢,
considerem ’aplicacio

f: S(Ta t, 003 900) — S(:CO)
(T’,t,97(p) — (T(],to,e,(p),

on S(r,t,0p, po) indica la interseccio amb U de I'orbita S que passa pel punt
(r,t,00, o) 1 S(xg), per abus de llenguatge, designa la interseccio amb U de
Porbita S que passa per xg = (ro, to, o, ¢o). Provarem, en primer lloc, que f
és una aplicacié conforme. O sigui, que si g és la métrica, existeix una constant
positiva k tal que f*(g) = kg. Abans, pero, haurem de veure que f commuta
amb qualsevol a de SO(3).

Sigui a € SO(3). Sigui ' = ax € S(z). Provem que « transforma C(x)
en C(z’). En efecte, com que « actua com una isometria de (M, g), transforma
geodésiques que surten de x perpendiculars a T,(S(z)) en geodésiques que
surten de 2’ perpendiculars a T,/ (S(2”)). D’aqui es dedueix que expressio de «
en la carta local (U, r,t,0, ) és de la forma segiient: (r,t,0,¢) — (r,t,60'(6,¢),
@' (0,9)). D’aqui i de l'expressio de f es dedueix que f commuta amb tots els
a de SO(3), foa=ao f, alla on els dos membres estiguin definits (que no se
surtin de U).

D’altra banda, a la demostracié de la proposicié6 19.12 hem vist que la
component connexa de la identitat, H;,, del grup d’isotropia I,, deixa fixos
tots els punts de C(zg); o sigui, coincideix amb el grup d’isotropia de tots
els punts de C(wo). O sigui, Hr t.60,00) = H(rt,00,00)- AlXO té com a con-
seqiiencia que dos vectors d’igual longitud v i w de T{;. 1,0, ,40)(S(7, 1,00, 0))
s’apliquen per df en dos vectors d’igual longitud de Ty, (S(x0)). En efecte, si
v i w son d’igual longitud existeix a € H,4.9,,40) = Hazo tal que w = (da)v.
Llavors g((dfw, (df)w) = g((df)(da)v, (df)(da)e) = g((da)(df)v, (da) (df o) =
g((df)v, (df )v). Per tant, existird una constant positiva k tal que per a qualse-
vol parell de vectors v i w de 'espai tangent T, ¢ 9,,,0) (S(7, %, 00, 0)) es tingui
g((df)v, (df )w) = kg(v,w). Per veure que aixd es compleix per a qualsevol pa-
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rell v, w de vectors tangents en qualsevol altre punt (r,t,6, ) de S(r,t, 00, ¢o),
basta observar que es pot passar de (r,t,0,¢) a (ro,t0,0,¢) de la manera se-
giient:

(T, 75,9,90) — (Tv ta 007900) — (TO,tOvQOaQOO) — (To,to,e,@) .

La primera aplicaci6 ve donada per una o € SO(3) que és isometria. La segona
és la que hem provat que és conforme en el punt (7, t, 0y, o). La tercera és a1,
que és isometria. Aixo prova que l'aplicacio f és conforme en tots els punts de
S(r,t, 60, p0) (amb la mateixa constant k).

La meétrica g, amb les coordenades (r,t, 6, ), s’expressara

9=g1+3g2,
amb
g1 = A(r,t,0,0)dr? + B(r,t,0,0)dt* + 2C(r,t,0, p)drdt
on 2drdt indica dr ® dt + dt ® dr,
g2 = D(r,t,0,¢0)d0? + E(r,t,0, p)dp* + 2F (r,t,0, 0)d0dyp .

Com que les a € SO(3) actuen sobre U canviant les coordenades 0 i ¢, i deixant
invariants r, t,

a: (7’, t7 07 <p) — (T, tv 0/(9’ @)7 410/(97 410)) ’
si imposem que aquestes « sén isometries, tindrem o* (ga(zo)) = g, la qual
cosa implica a*((91)a(z0)) = (91)zo 1 @ ((92)a(z0)) = (92)z,- Perd

@ ((91)a(zo)) = A(r,t, 05, ©p)dr? + B(r,t, 0}, @p)dt* 4+ 2C (r,t, 0}, oy )drdt .

Si igualem aixd amb (g1)z,, obtenim A(r, ¢, 6}, ¢y) = A(r,t,00,¢0), B(r, t, 6,
vp) = B(r,t,00,00) 1 C(r,t, 0}, 0,) = C(r,t,00,00). Perd com que existeix
sempre una o« € SO(3) que transforma xy en un punt qualsevol de S(xg),
aixo ens diu que A, B i C no depenen ni de 6 ni de ¢. Només depenen de
r,t. O sigui, g; és una métrica dw? sobre C(zy). D’altra banda, com que
fi(r,t,0,0) = (ro,to, 0, ¢) és conforme, (g2)(r.t,0,0) = (7, 1)(92) (r,t0,0,0) 2D
k > 0. Perd S(xg) té curvatura constant positiva per la proposicié 19.11. Aixo
prova el teorema. [

4 Varietats de Lorentz amb simetria esférica i
tensor de Ricci nul

Com hem dit al comencament d’aquest capitol, el nostre objectiu és descriure
el camp gravitatori engendrat per una estrella esférica al seu exterior. Hem
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vist que l'equacié d’Einstein a l’exterior (on no hi ha mateéria) era equivalent
a la condici6 d’anullacié del tensor de Ricci. Aixd ens porta a interessar-
nos per les varietats de Lorentz amb simetria esférica i tensor de Ricci nul.
Demostrarem en aquesta seccié el resultat segiient, conegut com a teorema de
Birkhoff (1923) ('enunciat i la presentacio originals de Birkhoff no sén del tot
correctes. Nosaltres seguirem les pautes de Bergman, Cahen i Koman (J. Math.
Phys. 6 (1965), pp. 1-5).

Teorema 19.13 Sigui (M, g) una varietat de Lorentz amb simetria esférica i
tensor de Ricci nul. Existeix un subconjunt S C M tancat i de mesura nulla
(possiblement buit) tal que per a cada xg € M — S no fix per I'accié de SO(3)
existeix una carta local (U,r,t,0, ), amb U entorn de xg, on g s’expressa per

g= mdﬂ + 72(d6* + sin? 0dp?) — (1 — k/r)dt? (19.3)
on k és una constant. Sobre Iestructura del subconjunt S es pot afirmar el
segiient: sobre I'obert M’ de M de punts no fixos per 'accié de SO(3) existeix
una funcié diferenciable F: M’ — R que no s’anulla sobre cap obert i tal que
S = {x € M’ tals que F(x) = 0}. Sobre cada carta local (U,r,t,0,¢) on la
métrica g s’expressa per (19.3), la funcié F' ve donada per F(z) =1 —k/r(z).

DEMOSTRACIO. Si (M, g) admet simetria esférica, en virtut del teorema 19.6
podem trobar un entorn U de zg que és domini d’'una carta local ctubica
(U,r,t,0, ) sobre la qual la métrica g s’expressa per

g = dw?® + E*(r,t)dQ?,

on dw? és una métrica d’index 1 sobre la superficie Cy d’equacions 6 = 6,
© = g, i dQ? és una métrica sobre la superficie Sy d’equacions r = rq, t = to,
on (7o, to, 00, ¢o) les coordenades de zg. A més, la métrica dQ? és de curvatura
constant positiva, aixo és, conforme a la de Pesfera unitat S2 de R?.

Si a $? indiquem per 6 la colatitud d'un punt (angle des del pol nord de S?
fins al punt, mesurat sobre el meridia que passa pel punt) i per ¢ la longitud
(angle en el pla z = 0 de l'equador entre la projeccio del punt i l'eix de les ),
els punts de S? es poden parametritzar per

T
T = CoS <§ —9) cos
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Llavors la meétrica euclidiana de R?, da? + dy? + dz?, dona a S? la métrica
d6? +sin® Ode?, que té curvatura constant 1. Com que Sy té curvatura constant
positiva, podem elegir les coordenades 6 i ¢ de Sy de manera que la métrica
d? de Sy s’expressi per C?(df? + sin? 0dp?), on C és una constant. També
podem escollir les coordenades 7,t sobre la superficie Cy de manera que les
corbes de Cy r = constant i ¢ = constant siguin ortogonals. Llavors la métrica
g s’expressara en aquestes coordenades:

g = X2(r,t)dr? — Z2(r,t)dt* +Y2(r,t)(d6? + sin® Odp?) . (19.4)

dw?

El nostre objectiu, ara, és calcular el tensor de Ricci d’aquesta métrica i
imposar la condicié d’anullacié d’aquest tensor. A U, els camps vectorials
0/0r, 9/00, 0/0p 1 8/dt som ortogonals, perd no unitaris. Definim

10 19 1 0 19 (19.5)
DT X Ty P vsmeop T Zot '
Llavors els tres primers tindran norma 1, mentre que g(e4,e4) = —1. La base
dual de {ej, eq, e3,e4} estara formada per les 1-formes
' = Xdr, 0*=Ydd, 6>=Ysing, 0*=2Zdt, (19.6)
ja que #i(e;) = &;; (simbols de Kronecker). Anomenem (w/) la matriu de

formes de connexié en aquesta base (capitol 5, apartat 9). Recordem que w;
son 1-formes definides per

Vre; = wf(T)ej ,

per a qualsevol camp vectorial T. La matriu de 1-formes (wj

7) compleix les
relacions segiients:

(w?) és una matriu antisimétrica quan o, 8 = 1,2,3
wg = wi (19.7)

[e3%

wi=0.
En efecte, si per g;; designem g(e;, ;), per a qualsevol camp vectorial T' tindrem
9(Vrei e;) + g(ei, Vre;) = T(gi;) = 0.

Aixo s’escriu

Grejwi + gikwf =0.
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Aquesta relacio déna (19.7). Per exemple, si posem j = 1, i = 4, obtenim
gnwi + g44wil = 0. O sigui, wi — w‘f = 0. De manera analoga surten les altres
relacions de (19.7). Diferenciant les expressions (19.6) i indicant per X,Y, Z
les derivades respectives de X,Y, Z respecte a t, i per X', Y’ , Z’ les derivades
respecte a r, tindrem

. X
dor = Xdt A dr ~ X.e A
Yy’ 14

2 _ 1 4 p2 4, 92
do? = Y9 NGO +Z.Y9 N

Y’ Y cotan @
3_ XY 13, X o4, 3, COANG o g
dH—XYH NGO —i—YZH NG+ 0°NO
4 z' o1 A g4
do* = )

X A

Sabem que les 67 i les formes de connexié wg estan relacionades per 1’equacio
o’ =67 Aw! . (19.8)

Ara bé, tenint en compte les relacions (19.7) només hi haura sis wf independents
no nulles. Facilment es calculen aquestes w! perqué compleixin (19.8), i s’obté

wi = —;_:/_02 = —%d@

w:)l, 7;:/03 = —Y/;i,nodgo

Wi = Cot;n993 = cos fdp

wi = Z);(X'el + ZZ)/(,94 = gdr—k %dt
w? %92 = %d@

wi= %93 = %sinGdgp .

Llavors es poden calcular les 2-formes Qf de curvatura per mitja de
Q) =dw! —wF AWl . (19.9)

En el nostre cas (designant també amb el signe o les derivades respecte a t quan
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un puntet pugui passar desapercebut per raons tipografiques) s’obté

0= (?)l—? dﬁAdr—&-{(};)o—
o= [T (1 smamw{gfg
03 = (’;) ( ) sin 0df A dg
- {(2)- (3) Jarna

Qi:{(?) XYI}dr/\d@-i—{();)O
oi={(%) - 2 bowarnao {5

)

Recordem que de les 2-formes de curvatura Qf s’

Yardl
Yz }d@/\dt

ZX
/ ]
- (Y) }sin@thdgp

X

z'Y’
X2

}dt/\d&

z'Y’

obté el tensor de curvatura R

per medi de R(T1,T»)e; = QQ?(Tl,Tg)ek, on (T1,T5) és un parell qualsevol de
vectors. De la definicié de tensor de Ricci obtenim 'expressio

Ric = 20 (e, e;,)0" @

El coeficient de ' ® #', que designarem per Rj;, és QQ{(ej,el).

immediat déna

Y/
X

Y X
72

2

_ 1 1 _
Ri1 =coef. de " @06 = VX

(7))

o" .

Un calcul

)-(3) }-

Zl

X

1

ZX

{
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Analogament es calculen els altres coeficients, i s’obté
.. N . 2 N 2
RQQZI{YX_(Y) }+1 1+<Y> . (Y) .
XY | Z2 X Y2 Z X
1 [(v\ 2y
v \\z) T x=

R33 = Ra2
no_ Z”XO+2 2y (VY
Xz \X Z YZ ) X2 Z
R 2 YZ'  (Y'\°
“Tyz)lzx \X '
Tots els altres coeficients de §? ® 67 que no hem esmentat sén nuls.
La funci6 Y, que aqui hem considerat només sobre la carta local U, esta
intrinsecament definida en tot I'obert M’ de M format pels punts no fixos per
lacci6 de SO(3), de la manera segiient. Sigui € M’. Si el grup d’isotropia I,

de z és connex, llavors l'orbita S(z) que passa per x (drbita respecte a Paccio
de SO(3)) és isométrica a una esfera de R® (proposicié 19.11). En aquest cas,

47Y?(x) = area de la superficie S(z) .
Si I, no és connex, S(z) és isométrica a un espai projectiu P,. Llavors
4Y%(x) = 2area de la superficie S(z).

En qualsevol cas tenim definida Y (z) intrinsecament per les formules anteriors.
Definim la funcié F' de qué ens parla I’enunciat de la proposicio, de la manera
segiient:

F = g(gradY,gradY).

Recordem que el gradient d’una funcio f és el camp vectorial grad f que com-
pleix g(grad f,T) = T(f) per a qualsevol camp vectorial T. Com que Y, en la
carta local (U, r,t,0, ), només depén de r i ¢, el camp grad Y sera de la forma

0 0
gradY = as —|—b§.

Calculem a i b. Com que g(gradY,d/dr) = (0/0r)Y =Y', resulta a =Y’/ X?.
Analogament, b = —Y /Z2. Per tant,

Yo _ Yo
 X20r  Z20t°
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La funci6 F, en la carta local U, s’expressara

v\ (v
F=|—=] —|=
X Z
Vegem, en primer lloc, que F' no es pot anullar sobre cap obert. En efecte, si F’

s’anullés sobre un obert, en aquest obert tindriem alguna de les dues identitats
segiients:

Y'Y
X Zz
o bé )
Y’ Y
X~ 7

Sempre podriem suposar que es compleix la primera, ja que en cas de complir-
se la segona, canviant Z per —Z (amb la qual cosa la métrica no canvia, ja que
a l'expressio (19.4) hi figura Z?2), es compliria la primera. Llavors, I'equacié

R14 = 0 implica
vizi (YN _,
X X z |

Substituint aixo a 'equacié Ryq = 0, s’obté

-(5)

Substituint aixo a l'equacié Ry; = 0, s’obté
Yx /vy
22_(X>:O'
De I'equacié Ry = 0, s’obté llavors
— =0,

la qual cosa és absurda, ja que els coeficients de la métrica no es poden anullar.

Anomenem S el subconjunt de M’ format pels punts x tals que F(z) =0
(S pot ser buit). Si xzg € M’ — S, prenguem la carta local (U,r,t,0,p) amb
qué treballavem fins ara de manera que U sigui un entorn de xg que no talli S.
Llavors F' no s’anullara mai sobre U.
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Suposem, en primer lloc, que F' > 0 sobre U. Prenguem les coordenades r, ¢
a Co, que fins ara eren arbitraries (amb 'inica condicio que fossin ortogonals i
t fos temporal), de manera que

0 gradY
or  g(gradY,gradY)

i que 9/t sigui perpendicular a 9/9r. Com que g(gradY,gradY) > 0, grad Y’
és un vector espacial. A la superficie Cy, el vector 9/0t sera temporal, pel fet
de ser perpendicular a 9/9r. Tindrem

al =g (gradY 8) _g(gradY,gradY)

or or) g(gradY,gradY)
)4 0
wr =g (gradKat) =0.

D’on Y = r + constant. Es pot escollir la coordenada r de manera que Y = r.
Tindrem, llavors, Y’/ =1, Y = 0. En aquest cas, ’equaci6 Ri4 = 0 s’escriura

() -

D’aqui es desprén que X no depén de t. L’equacié Ry; = 0 s’escriura

2 1\ 1 [z\
‘ﬂx(x> ‘zx(x) =0 (19.10)
L’equacié Ry44 = 0 s’escriu
1 /z\ 2 Z
Xz<x)+mzxa—0' (19-11)

Utilitzant (19.10), (19.11) s’escriu

A X’

Z- X
d’on Z = K/X, on K és una constant positiva. Com que X no depén de t, Z
tampoc. L’equacié Rgs = 0 s’escriu, llavors,

1 /1Y) 1 1\?2 1 7
o <X> +7~2{1_<X> }—ZTXQ_O. (19.12)
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Fent el canvi de variable X2 = 1/, tindrem Z = K/X = Kv\. L'equa-
ci6 (19.12) s’escriu, en termes de A,

1
/—7 J—
X = (1=

La soluci6 general d’aquesta equacié és A =1 — k/r. Tindrem

1 k
1—k/r r

La métrica g s’escriura, doncs,

k
g dr® + 12 (df? + sin® 9dp?) — K* (1 - ) dt*.

1k /T r

Canviant la coordenada ¢ per Kt, s’obté Pexpressio (19.3) desitjada.
Suposem F' < 0 sobre U. Prenguem llavors les coordenades r i t sobre Cy

de manera que

0 gradY

ot g(gradY, gradY)

i que 9/0r sigui perpendicular a 9/9t. Igual que abans, tindrem

> <gradY 5) _ glgradY,grady)

o Y "ot)  g(gradY,gradY)
o

0
ar 7 <gra ’ 87")
Es podra escollir la coordenada ¢t de manera que Y = ¢t. Tindrem, doncs, Y = 1,

Y’ = 0. Llavors 'equacié Ry4 = 0 s’escriurd Z’ = 0, i Z no depén de r. Les
equacions Ry; =01 R44 = 0 s’escriuen

2 X 1 (%) _,
tx z2 zx\z | —

D’on es dedueix
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O sigui, ) )

X  Z

Xz 7z
D'on X/X = —Z/Z. O sigui, X = K/Z, amb K constant positiva. Procedint
com en el cas anterior, de I’equacié Ras = 0 s’obté

2 _ 1
kjt—1°
Com que Z2 > 0, k/t — 1 > 0. Canviant la variable r per Kr s’obté
g= F o Nazy t2(d6? 4 sin? Odp?) — LI
t k/t—1" °

Si canviem, finalment, els noms de les variables i anomenem ¢ la variable r, i
r a la variable ¢, obtenim 'expressi6 (19.3) desitjada. Fixem-nos, pero, que en
aquest cas 9/0r és temporal, ja que abans de canviar el nom de les variables
teniem k/t — 1 > 0. Per tant, després de canviar de nom, 1 — k/r < 0. Per
tant, 9/0t serd espacial, en contra del que suggereix la notacio.
Per fi, de 'expressio (19.3) es dedueix
k

F =g(gradr,gradr)=1——. 1
r

5 Camp gravitatori produit per una estrella: so-
lucié de Schwarzschild

En abséncia de camps gravitatoris, la geometria que descriu tots els fenomens
fisics és la de D'espai de Minkowski, R* amb la métrica g donada per

g = (dz")? + (dz®)? + (dz®)? — Pdt?. (19.13)

Tal com hem fet a Papartat 5 del capitol 18, substituirem la coordenada tem-
poral t per ct, de manera que la métrica anterior prengui la segiient expressié
normalitzada:

g = (dz*)? + (dz*)? + (da®)? — dt?, (19.14)

la qual cosa és equivalent a prendre les unitats de manera que la velocitat
de la llum c valgui 1. Aquesta métrica s’expressa de la manera segiient en
coordenades esfériques r, 0, ¢ (on 6 indica la colatitud i ¢ la longitud):

g = dr? +r%(d6* + sin® Odp?) — dt?. (19.15)
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Situem, ara, un cos esféric de massa m (una estrella, per exemple) a lorigen de
R3. Aquest cos creara un camp gravitatori que, d’acord amb els fonaments de
la teoria, es traduira en un canvi de métrica. La métrica usual de Minkowski
s’haura de substituir per una altra que voldriem determinar. A l’exterior del
cos esféric (lestrella) el tensor de Ricci de la métrica que busquem s’haura
d’anullar, tal com hem vist al comencament del capitol. Com que aqui només
estem interessats en la fisica de ’exterior de 'estrella, suposarem que el ten-
sor de Ricci és nul. Per la naturalesa del problema (el cos que crea el camp
gravitatori se suposa esféric), és 1ogic suposar que ’espai-temps que busquem
tingui simetria esférica. Pel teorema 19.13 la métrica g que busquem tindra,
localment, ’expressié segiient:

1

— mdﬁ + r%(d6? + sin? 0dp?) — (1 — é)dﬁ : (19.16)

g
on k és una constant que, com és logic, dependra de D'estrella. Observem en
primer lloc que la métrica (19.16) és singular quan k = r. Per evitar aquesta
singularitat, prenguem la regi6 V de R? definida en coordenades esfériques per
r > k. L’espai de Schwarzschild és, llavors, el producte M =V x R dotat de la
meétrica (19.16), on r, 8 1 ¢ son coordenades esfériques de V' i t és la coordenada
corresponent a R. Aixo, de moment, és una varietat de Lorentz. Per tal de
convertir-la en un espai-temps (vegeu les definicions del capitol 18), la dotem
de Porientaci6 temporal que consisteix a dir que d/9t apunta cap al futur.

SO(3) actua sobre (M, g) sense punts fixos per mitja de 1'accio segiient:

SOB)x (VxR) — VxR
(a, (z,t) — (afx),t), (19.17)

on a(z) indica 'acci6 usual de a € SO(3) sobre z € R?.

A la meétrica (19.15), r, 0 i ¢ representen les coordenades esfériques usuals
de R, itel temps. A la métrica (19.16) les coordenades r,0,¢ i t, ja no
representaran pas el mateix. Per veure qué signifiquen intrinsecament aques-
tes coordenades, relacionem-les amb acci6 (19.17) de SO(3) sobre M. La
funci6 r és caracteritzada de la manera segilient. Per a cada p € M, l'orbita
S(p) = {a(p)Va € SO(3)} dotada de la métrica induida per g és isométrica
a una esfera euclidiana de radi r(p). Dit d’una altra manera, l’area de S(p)
és 4nr?(p). Aixo déna una interpretacié intrinseca de la coordenada r. 6
i ¢ son respectivament la colatitud i la longitud a Desfera euclidiana de R?
que és isométrica a S(p). Finalment, sigui X un camp vectorial ortogonal a
{0/0r,0/06,0/0¢} en cada punt (per tant, temporal), apuntant cap al futur,
que sigui una isometria infinitesimal de la métrica. Es pot demostrar que X és
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inic amb aquestes condicions, llevat de multiplicacié per constants positives.
Llavors 9/0t és aquest tnic X. La multiplicacio per constants positives equival,
només, a un canvi d’unitats en la mesura de t.

Observem que si k fos 0 la métrica (19.16) seria la de Minkowski. Per a
camps gravitatoris febles produits per estrelles de petita massa, k sera, doncs,
petita. Observem que, sigui com sigui k, quan r tendeix a oo, la métrica (19.16)
tendeix a la de Minkowski, tal com la intuicié ens diu que ha de ser, ja que els
efectes del camp gravitatori a l'infinit han de ser nuls. Aixo també ens diu que
ara hem agafat les unitats de ¢ de manera coherent amb 1’eleccié d’unitats que
haviem fet a la métrica de Minkowski (19.15) (unitats per a les quals ¢ = 1).

Ara només ens queda determinar la constant k. Per a aixo situem-nos en les
hipotesis d’un camp gravitatori feble creat per una estrella de massa petita. En
aquest cas els resultats relativistes han de coincidir bastant aproximadament
amb els que dona la mecanica classica. Seguint el raonament que hem fet a
I’apartat 5 del capitol 18 i reprenent-ne les notacions, hyy = g44 + 1 ha de ser
molt aproximadament —2V/c?, on V és el potencial classic. Perd aqui prenem
les unitats de tal manera que ¢ = 1. El potencial classic creat per una estrella
de massa m és V = —Km/r, on K és la constant de gravitacioé universal. Per
tant,

hag = gaqg + 1= 2Km/7’.

O sigui,
k
—1—-=)4+1=2Km/r.
r

Aixi doncs, perqué la mecanica classica sigui una aproximaci6 de la teoria rela-
tivista, hauriem de prendre la constant k molt aproximadament igual a 2mkK.
Generalment, també es prenen les unitats de manera normalitzada perqué la
constant K de gravitacié valgui 1. Utilitzant unitats arbitraries, la métrica de
Schwarzschild ve donada per

_ 1
9= 2Km

dr? + r2(d6? + sin® dp?) — (1 -
1—

)dt2 . (19.18)

rc?

Aquesta métrica esdevé singular quan r = 2Km/c?. El valor de la constant K
de gravitacio és 6,672 x 10~ quilograms ~! x metres®x segons~2, aproximada-
ment. Aixi doncs,

K 6,672 x 101! 1 “1y et
— = ————— 5 —quilograms metres =
2 (3 x 108)2

=0, 7413 x 10~?"quilograms ™! x metres.
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En una estrella com el sol de massa m = 1,989 x 103° quilograms, el valor
2Km/c? és de 2,95 quilometres. Per tant, la métrica de Schwarzschild es-
devindria singular en una esfera d’area aproximada 47 x 32 quilometres?, de
centre el centre del sol. No podem dir que la métrica de Schwarzschild esdevé
singular a una distancia de 3 quilometres aproximadament des del centre del
sol perqué les distancies de Schwarzschild no sén pas les mateixes que les eu-
clidianes. No obstant aixo, per simplificar el llenguatge, ens podriem permetre
aquesta llicéncia. Com que el sol té bastant més de 3 quilometres de radi, i
com que sempre hem estudiat el camp gravitatori a l'exterior de l’estrella (a
Pinterior de Destrella els fenomens fisics ja no es regeixen per (19.18), per tal
com hauriem de substituir la hipotesi de tensor de Ricci nul per una altra), la
métrica (19.18) no és singular en cap punt en una estrella com el sol, ja que
la singularitat és a l'interior del sol i no a I'exterior. Imaginem-nos, pero, que
tota la massa del sol es concentrés en una petita bola de menys de 3 quilo-
metres de radi (parlant amb propietat, de menys de 47 x 32 quilometres? de
superficie) i, per tant, d’una densitat inimaginablement gran. Llavors la singu-
laritat » = 2K'm/c? seria exterior. ;Qué passaria, llavors? ;Quin espai-temps
haurfem de fer servir per descriure la fisica d’aquesta estrella? (Recordem que
a l'espai-temps de Schwarzschild r sempre era més gran que k = 2Km/c?, per
construccié.) D’aixo en parlarem a la secci6 8 d’aquest capitol.

6 Orbites dels planetes del sistema solar. Avan-
cament del periheli de Mercuri

El moviment d’un planeta del sistema solar sera descrit per una geodésica de la
meétrica (19.18) de vector tangent temporal en tot punt. El métode més comode
per buscar les geodésiques d’una meétrica és el descrit en la proposicié 8.1 del
capitol 8. Per abreujar, escrivim

2Km
c2r

H(r)y=1

Si utilitzem (r, ¢, 0,t, 7, gb,é,i) com a coordenades naturals del fibrat tan-
gent, considerem en aquest fibrat la funcio

g=H % 120 +sin® 0p?) — 2Hi? .

Si designem per 7 un parametre geodésic, les equacions de les geodésiques
son

d 0g 0Jg

dr or ~ or (19.19)
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d dg 0Og

d dg Og

= 2 -7 19.21
dr 0p  Oyp (19:21)
d g dg
&oi o (1922)

De moment no ens interessa la forma explicita de (19.19), pero si la forma
explicita de les altres. Si indiquem amb un punt la derivaci6é respecte a T,
tindrem

d . ..
- % = drif + 2r%0; % = 2r?sin 6 cos Hp? .

L’equacio (19.20) dividida per 2r s’escriura
270 + 76 = 7 sin 6 cos 6% . (19.23)

Interessem-nos per les geodésiques que compleixen les condicions inicials 6(0) =
7/2 1 0(0) = 0 (és a dir, inicialment contingudes en el pla de 'equador de
Vesfera S(xg), on zg = (r(0),6(0),»(0),¢(0)). Evidentment, una eleccié con-
venient de les coordenades 6 i ¢ de S? fa que qualsevol corba pugui tenir
aquestes condicions inicials. Sabem que existeix una tnica geodésica x(7) =
(r(1),0(7),¢(7),t(7)) que passa per x(0) i té ©(0) com a vector tangent. Su-
posem que #(0) = w/2. Llavors la corba (1) = (r(7),7/2,0(7),t(7)), amb
(1), (1), (1) qualssevol, satisfa (19.23) ja que # = = 0 i cos# = 0. Substi-
tuint llavors § = 7/2 en les altres equacions (19.19), (19.21) i (19.22), s’obté un
sistema amb una incognita menys que té solucié tinica corresponent als valors
inicials 7(0), »(0),(0),7(0), $(0) i £(0). La soluci6 z(1) = (r(1), 7/2, p(7), (7))
aixf obtinguda és soluci6 del sistema inicial. Resumint, podem suposar que la
geodésica sempre estd continguda a Uhiperpla § = 7/2.
L’equaci6 (19.21) dona

2sin 07 + 2r cos 08¢ + rsinfp = 0.

Substituint aqui 6 per 7/2 i dividint per r¢, s’obté

O sigui,

r2p=h, (19.24)
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on h és una constant positiva, que és la llei de les arees (comparem-la amb
Pequacio (11.25) del capitol 11). L’equacié (19.22) s’escriu

dH .. N
—rt+ Ht =0,
dr
o sigui, Hi+ Hf =0, don
Hi=E/c, (19.25)

on E és una constant positiva (utilitzem la constant E/c en lloc de E per
comoditat en calculs posteriors). Imposem la condicié que el vector tangent
a la geodeésica #(7) sigui temporal i tingui norma ic (la qual cosa equival a
demanar que el parametre geodésic 7 sigui el temps propi):

) =i L o 0
N =5 %8, T o

—c? = g(&(r),#(7)) = H 52 +r2p? — #2H .
Substituint ¢ per h/r? it per E/cH, s'obté
h2
E? = (02 + r2> H(r)+72. (19.26)

Com féiem en mecanica classica,

L drde_dr ik
_dgodr_dcpso_d@ﬂ'

Per tant, tindrem

% 2K'm h2 [ dr\?
E2=(2+2)(1- — | — .
(C - 7"2> ( c’r >+ 4 (d<p>

Fent el canvi de variable u = 1/r, es té

2
E? = h? (Zu> + (¢ + h*u?)(1
©

2Km
——5u).

C

Derivant aquesta equacioé respecte a ¢ i operant, s’obté

d?u mK  3mK
+u=—r+

2
d7802 h2 02 u- . (1927)



19.6. Orbites dels planetes del sistema solar 331

Observem que ’equacié que obteniem en mecanica classica és la mateixa, llevat
del terme 3mKu?/c? que alla no apareixia (equaci6 (11.26) del capitol 11, amb
m; = m ime = 0, ja que alld tractavem el problema de dos cossos). En
el cas del sistema solar, aquest terme és molt petit respecte als altres (com
veurem), i les solucions de (19.27) difereixen molt poc de les classiques. Per tal
de veure-ho, comparem el terme 3mKu?/c* amb mK/h?. Tindrem

3mKu? 2

e s e
K = oz = (per (1924)) = 5 (r—= )
h?

Si la component tangencial rdy/dr de la velocitat del planeta és petita respecte
a ¢, el quocient anterior és molt petit. Comparem ara el terme 3mKwu?/c* amb
u. Kl quocient és

3mKu  3mK
2 re?
El numerador 3mK, quan m és la massa del sol, val aproximadament 3,9814 x
10%° metres®x segons—'. El denominador més petit correspon a la » de Mercuri
quan passa pel periheli. Llavors rc? val 4,1383 x 10*"metres® x segons™2. El
quocient val, doncs, 0,9620 x 1077,
Si no hi hagués el terme 3mKu?/c? la soluci6 de (19.27) seria

u= %(1 +ecos(p —w)) , (19.28)
on e iw son constants d’integracié. Es pot suposar e > 0 a condicié de modificar
w, si cal. Llavors r = 1/u, on u ve donat per (19.28), representa una conica
que és ellipse, hipérbola o parabola segons que 0 < e <1, e =10 bée > 1.
En el cas dels planetes del nostre sistema solar les orbites son elliptiques amb e
petita. w representa ’angle ¢ corresponent al periheli. Si comptem els angles
a partir del periheli, (19.28) s’escriu

Km
u= ?(1 +ecosyp) . (19.29)
Pero aixo seria la soluci6 classica, si no hi hagués el terme 3mKu?/c?. Estudiem
les solucions de (19.27) corresponents als planetes del sistema solar. Anomenem
@ la soluci6 classica (19.29). Posem u = @ + v i substituim a (19.27). Tindrem

R v mK 3mK  _ 9
dTO2+u + T@Q—FU :?_FCT(U_FU) .
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Com que, per definici6 de %, es compleix

27:L+~ mK
=
dp? h?

Y

ens queda
d*v 3mK , _ 9
dp? VT T (@+0)".

v és allo que s’ha d’afegir a la solucio classica 4 per obtenir la solucio relativista
u. Com que v és molt petit en comparacié amb @, no farem un error gaire gros
si substituim 1’equaci6é anterior per

@_’_v_ 3mKa2 _ 3mK  K?m?

2
0 5 =2 % (1+ecosg)”.

c

Utilitzant la formula cos 2¢ = cos? ¢ — sin? ¢, ens queda

d?v 3m3K3 €2 €2
d7802+U:W (1+2COS2(IO+2+2€COS@> . (1930)
Es pot comprovar immediatament, derivant, que

3m3 K3 2 2
v = ZT (1 + % - % cos 2¢ + epsin <p> (19.31)

és solucié de (19.30). Llavors u = @ + v sera solucié aproximada de (19.27).
Derivant, tenim

@—@—i—@———lﬂnesin +
dp dp dp 2 MY

3m3K3 [e? | .
—1—27]14 gsm&p—i—esmcp—ﬁ—ecpcoscp .
c

(19.32)

Veiem, doncs, que du/dy s’anulla per a ¢ = 0. O sigui, que la solucié u que
hem trobat té periheli (r minim) quan ¢ = 0. El segiient periheli es produira
quan ¢ = 27 + §, amb § petit (ja que a la soluci6 classica es produeix quan
¢ = 2m). Estimem aquest §. En els passos pel periheli es compleix du/dyp = 0.
Per a trobar 6 hem de resoldre, doncs, I'equacio

2K2
0 = —sin(2r + 6) + o (e

(27 + 8) cos(2m + 5)) :



19.6. Orbites dels planetes del sistema solar 333

o sigui,
3m2K?
0= —sind + ZT (Esin25—|—sin6+ (27T+6)c0s5)

. (19.33)

En els planetes del sistema solar la constant m K /ch és bastant petita. Apli-
cant la formula (11.30) del capitol 11, obtenim que la constant h corresponent
a un planeta es relaciona amb el semieix major de ’el'lipse, a, i I’excentricitat
e per

h* = Kma(1l —€?). (19.34)

En el cas de Mercuri, que és el que té la h més petita, ch = 8,1385 x 10?3
metres® x segons—2. D’altra banda Km, on m és la massa del sol, val 1, 3271 x
10%° metres® x segons™2. Aixi doncs, en el cas de Mercuri (que és el cas
en qué la constant 3m2?K?/c?h? és més gran) la constant 3m2K?2/c*h? val
0,8 x 10~7. Tenint aixo present, a '’equacié (19.33) podem menysprear sense
cap remordiment els termes (3m2K2/c?h?)(e/3)sin26 i (3m2K?/c?h?)sind ja
que estan formats pel producte d’aquesta constant tan petita per sin20 o bé
sin§, que son també petits perqué § és petit. Tindrem, doncs,

0=—sind + %(271’4—5)0085 ,
d’on
J X tand = %(2%4—6) .
D’aqui

6rm2K? 3m2K2\ !  6mm?K?
0= c2h? 1= c2h? TR

El periheli s’avanca cada volta I'angle § expressat en radians. En el cas de
Mercuri, aixd déna 0,8 x 107 x 27 radiants per volta; o sigui, 288 x 107
graus per volta. En 100 anys hi ha 415,23 revolucions de Mercuri. Per tant,
degut a ’efecte relativista, el periheli de Mercuri s’avancara 0,012 graus; o sigui
43,2 segons d’arc. L’avancament del periheli dels altres planetes per 'efecte
relativista és practicament menyspreable.
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7 Desviament dels raigs de llum en passar prop
del sol, i observadors que mirant endavant es
veuen el clatell

A TDapartat anterior ens hem preocupat de les geodésiques de la métrica de

Schwarzschild de vector tangent temporal. Estudiem aqui les geodésiques de

vector tangent de norma nulla, que corresponen a les trajectories dels raigs de

llum. ;FEn quin punt de 'apartat anterior hem utilitzat el fet que la geodésica

tingués vector tangent temporal? Ho hem utilitzat quan hem imposat que (1)

tingués norma ic. Si ara estem interessats en geodésiques de vector tangent de

norma nulla, ens valdran tots els calculs i raonaments de 'apartat anterior fins
a lequaci6 (19.25). Llavors haurem d’imposar que la norma de

z(r) = Tﬁ + QOE +ig
or Jdp Ot
sigui nulla. Aixo ens donara
0=7r2H ' +r2p? — 2fH .
Substituint ¢ per h/r? it per E/cH, s'obté

E? =74 w (19.35)
= .

Com a l'apartat anterior, posant 7 = (dr/dp)(h/r?), i fent el canvi de variable

u = 1/r, obtenim
2
2K
B? = 2 (d“> + h2u? (1 - 2’%) .
dy c

Derivant respecte a ¢, i operant, s’obté

d27u + 3mK

_ 2
=g (19.36)

c
que dona la forma geomeétrica de les geodésiques, independentment de la para-
metritzacio.

No farem aqui, com tampoc no hem fet a 'apartat anterior, un estudi ex-
haustiu de totes les solucions de (19.36), siné només de les que son particular-
ment interessants per a nosaltres. Observem, en primer lloc, que u = ¢2/3Km
és una soluci6. Aquesta solucié representa una circumferéncia (r = 3Km/c?).
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Es a dir, un raig de llum que descriu una circumferéncia per efectes del camp
gravitatori. Perqué aquesta solucid sigui exterior a l’estrella haura de passar
que el radi 3Km/c? sigui més gran que el radi de l'estrella. En una estrella
de la mateixa massa que el sol, 3K'm/c? és aproximadament 4,5 quilometres.
Si tota la massa del sol estigués concentrada en una bola de 4 quilometres de
radi, per exemple, els observadors (exteriors al sol) que estiguessin a un radi de
4,5 quilometres tindrien la satisfaccié de veure’s el clatell mirant cap endavant.
Apressem-nos a dir que aquesta solucio de (19.36) és inestable.

Deixem-nos de fantasies i tornem al nostre sistema solar. Procedim a trobar
una soluci6 aproximada de (19.36) seguint el mateix procés que a 'apartat
anterior. En mecanica classica, on no apareix el terme 3mKu?/c?, es té la
solucio

cos
u=—p, (19.37)
on R és una constant. Per tant, rcosep = R. Si en comptes de coordenades
polars r, ¢, utilitzem coordenades cartesianes © = r cos ¢, y = r sin ¢, la solucid
classica (19.37) esdevé la recta © = R. Anomenem # la solucié classica (19.37).
Com a l'apartat anterior, posem u = @ + v. L’equaci6 (19.36) es converteix en

dgv+ 3mK
2y =2

Si prescindim de v en el terme (3mK/c?)(i+ v)?, tenim 'equaci6 segiient, que
és una aproximacié de 'anterior:

d? 3mK
dToZ +v= cgn? cos? ¢ . (19.38)

Una solucié particular de (19.38) és
v = ﬁ(cos2 @+ 2sin? ).
Tindrem

cosp  mK

i + R (cos? ¢ + 2sin? p) . (19.39)

u=u+v=

Posant u = 1/r i passant a cartesianes, s’obté

mK x% 4+ 2y?

AR [t y2

z=R-— (19.40)
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A

X

origen

Figura 19.1
(s T

Figura 19.2

Les asimptotes s’obtenen fent tendir y a co 0 a —oo. Llavors la x és menyspre-
able enfront de la y (que tendeix a co 0 a —o0) i queda

2mKy

r=R* 2R

L’angle A entre aquestes asimptotes (o desviacio del raig de llum) és 4mK/c?>R
(figura 19.1). Quan un raig de llum passa tangencialment per la superficie del
sol, se li haura d’aplicar la formula anterior amb R igual al radi del sol i m la
seva massa (figura 19.2). S’obté, llavors, A = (6/7) x 1075 radians = 1,7

8 Forats negres. Espai-temps de Kruskal
Suposem que existis una estrella esférica de massa m amb radi inferior a

2mK /c? (parlant amb propietat, de superficie menor que 47 (2mK/c?)?) i es-
tudiem el camp gravitatori que engendraria. Ja hem dit abans que per a una
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massa m igual a la del sol el radi 2mK/c? seria aproximadament de 3 quilome-
tres. Per a una massa m igual a la de la Terra 3mK/c? seria d’1 centimetre.
Abans de continuar, aquestes dades ens plantegen el dubte raonable de si poden
existir estrelles d’una densitat tan inimaginable. Tedricament es pot “demos-
trar”, a partir d’hipotesis que semblen bastant raonables, que quan una estrella
de massa una mica superior a la del nostre sol acaba el seu combustible, es
contreu per efectes de la gravetat i, en poc temps, es produeix un collapse que
la redueix a un radi practicament nul. Nosaltres no entrarem en aixo, sind
que simplement estudiarem el camp gravitatori d’una estrella de radi inferior
a 2Km/c?, deixant de banda el problema de I'existéncia real d’aquestes estre-
lles que s’anomenen forats negres. La radé d’aquesta denominaci6é la veurem
més endavant. Quan hem estudiat el camp gravitatori creat per una estrella,
el teorema 19.13 ens ha portat a considerar la métrica (19.18). Aquesta me-
trica té una singularitat quan r = 2Km/c?. Per evitar aquesta singularitat,
lespai-temps de Schwarzschild que hem descrit a 'apartat 5 era el producte
M =V xR, on V era la regi6 de R?® definida en coordenades esfériques per
r > 2Km/c?. Llavors la métrica era no singular sobre M. Aquest espai-temps
descriu el camp gravitatori de l'estrella quan r > 2Km/c?. Pero, jcom podrem
descriure el camp gravitatori a la regié r < 2Km/c?? Quan el radi de l'estrella
era superior a 2Km/c? no ens interessava gens aquesta regio ja que era interior
a Pestrella. Pero si suposem que estrella té radi inferior a 2K'm/c?, part de la
regié r < 2Km/c2 sera exterior.

Com que l'estrella se suposa esférica, és logic suposar que ’espai-temps que
descriu el seu camp gravitatori tingui simetria esférica i, pel teorema 19.13, que
la meétrica d’aquest espai-temps tingui 'expressio (19.18), llevat d’una regio
singular de mesura nulla. Anomenem V', com sempre, la regié de R® definida
en coordenades esfériques per r > 2Km/c?. Anomenem W la regié definida
per 0 < r < 2Km/c?, i anomenem S l'esfera r = 2Km/c?. Es logic suposar
que (VUW) x R amb la meétrica (19.18) sigui ’espai-temps que descriu el camp
gravitatori a tot arreu, llevat de la regi6 r = 2mK/c?. Definim M; i M;; per
M; =V xR iM;; =W x R. Observem, en primer lloc, que a M;; el camp
vectorial 0/0r és temporal i 9/0t és espacial, en contra del que suggereix la
notacié (ja que 1 — 2mK/c*r és negatiu). En canvi, a M succeia el contrari.

El model M = (VUW) x R amb la métrica (19.18) sembla un mal model,
en primer lloc perqué no descriu la regié » = 2mK/c?. ;Es que un cos en
moviment no pot travessar la regi6 r = 2mK/c*? La intuici6 ens diu que si.
Llavors aquesta regié hauria de formar part de l’espai-temps. Si afegim a M
aquesta regio, la métrica (19.18) esdevé singular sobre la regio afegida. Aquest
mal comportament sembla més fruit d’una mala elecci6 de les coordenades que
s’han utilitzat per expressar la métrica que no pas d’una causa fisica profunda.



338 19. Camp gravitatori produit per una estrella

Si calculéssim el tensor de curvatura de (19.18), veurfem que quan r tendeix
a 2mK/c? no té cap singularitat. Tot aixd ens porta a la pregunta segiient:
;és possible trobar un espai-temps (M, §) connex, amb simetria esférica, i una
immersi6 injectiva j: (VUW) x R — M de manera que j sigui una isometria?
La resposta a aquesta pregunta és afirmativa, com veurem tot seguit.

Si hem de buscar unes altres coordenades que evitin la singularitat r =
2mK /c? de la métrica (19.18), és obvi que el canvi I’hem de fer en el pla de les
coordenades 7, t, que és alla on hi ha la singularitat. No hem de canviar, per
tant, ni 6 ni ¢. Considerem, doncs, el pla de les dues coordenades r, ¢, amb la

métrica de Schwarzschild
1 2K
dr? — 2 <1 — m> dt? .

9= 1 2Km 7“02

rc?

En cada punt (r,t) amb r > 2mK/c?, dibuixem el con dels vectors de norma
nulla (figura 19.3). Un vector tangent

0 0
x=x2+x,2
ar
tindra norma nulla quan X2H ! — ¢2X?H =0, on
2Km
H(r)=1- .
(r) rc2

O sigui, els vectors tangents de norma nulla compliran X, = +¢X; H. Quan r
tendeix a 2mK/c?, com que H(r) tendeix a zero el con tendeix a X, = 0, que
en el pla r;t és una recta vertical

Veiem que el con degenera quan r» — 2mK/c?. Intentem fer un canvi de
coordenades

{ u = u(r,1) (19.41)

v =wo(rt)

de manera que en les noves coordenades u, v, el con estigui format en tots els
punts per les rectes de pendent +1. S’hauria de complir que la recta X, = X;cH
del pla tangent en el punt (r,¢) es convertis en una recta que tingués pendent 1
en les noves coordenades. El vector transformat de (¢H, 1) per 'aplicacio lineal
tangent de (19.41) sera

ou o
or ot cH
ov  Ov 1 :

or ot
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VAV
RWVARFAN

r=2mK/c*
Figura 19.3

Imposant que aquest vector tingui les dues components iguals i operant, tin-
drem

ou Ov dv  Ou

Ens interessaria, doncs, que la transformacié (19.41) que busquem complis
(19.42). Assagem una transformaci6 de la forma

(19.43)

u = A(r)e®" cosh(cat)
v = A(r)e® sinh(cat) ,

on A és una funci6 de r, a és una constant i ¢ la velocitat de la llum. Imposant
a (19.43) la condici6 (19.42) ens queda

cHA' + caAH = caA ,
d’on
A" a(l-H)
A H '
Tenint en compte la forma de H, s’obté
A 2mK ac?
A 2 2r—2mK’

d’on obtenim
2mK a

A=b(cPr—2mK) e .
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En integrar, hem suposat implicitament que c?r — 2mK > 0, ja que hem
igualat la derivada de log A amb la derivada de (2mK/c?)log(c®*r — 2mK).
De moment situem-nos a la regié r» > 2mK/c? perqué aixo es compleixi. Per
simplificar I’expressio anterior de A i treballar posteriorment amb comoditat,
elegim a = ¢2/4mK i b= (2mK)~2. Amb aquesta eleccié de les constants a i
b, (19.43) ens queda

1
Ar 2, c3
u = — 1| eimK cosh 1 t

mK

1 (19.44)
cAr 22y 3
v = (ZmK — 1> emK sinh 4mKt .
Observem que de (19.44) es desprén
9 9 cAr 2y
u® —v° = (2mK - 1) ek (19.45)
De (19.44) també es desprén
B2m3K3 _ 2., 9 1 5 o 2mKY\
Te 2mK (du —dv )— wdr —C (1 — 2 )dt . (1946)
re?

Veiem, doncs, que (19.46) ens dona la forma que pren la métrica de Schwarz-
schild en les coordenades w,v definides per (19.44). La r que apareix en el
primer membre de (19.46) s’ha de pensar com la funcié de u i v definida impli-
citament per (19.45).

En el cas r < 2mK/c?, per analogia amb el cas anterior, considerem el canvi
segiient:

Nl

(1 Ar ) -~ c3 .
u = — eImK sin
2mK 4m3K (19.47)

1 Ar 2y L c ’
V= — eimEK COS .
2mK A4mK

D’aqui es desprenen, com en el cas anterior, les igualtats (19.45) i (19.46).

Si mirem ara la métrica (19.46) expressada en les coordenades u, v, veiem
que ja no té cap singularitat quan r = 2mK/c?. Observem que de (19.45) es
desprén que r = 0 quan v?> — u? = 1. Representem en el pla u,v la hipérbola

v? —u? = 1 corresponent a 7 = 0. Considerem la regi6 v?> —u? < 1 corresponent

Nl
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ar > 0. Anomenem pla de Kruskal P la regié¢ v? — u? < 1 amb la métrica
(19.46). Anomenarem espai de Kruskal el producte K = P x S? amb la métrica

32m3K3 _ 2.
= 2T 2 ok (du® — dv?) + r?(d6? + sin® Odp?) (19.48)

cSr

on r ve donat en funci6 de u i v implicitament per (19.45). El camp vectorial
0/0v esta definit en tot punt de K i és temporal. Posem a K lorientacio
temporal donada pel camp 9/dv. Llavors I amb aquesta orientacié temporal
és 'espai-temps de Kruskal.

En el pla de Kruskal P, la regi6 r = 2mK/c? correspon (segons (19.45))
a les dues rectes u = £w. Si traiem de P aquestes dues rectes ens queden
quatre regions obertes que anomenarem Pr, Pr;, Prrp i Pry, tal com indica
la figura 19.4, on també indiquem la posicié dels cons de futur en aquestes
regions (cons en cada espai tangent que contenen 9/0v i limitats per les rectes
de vectors de norma nulla). A la figura també indiquem les linies corresponents
ar=mK/c? r=2mK/c? r=3mK/c?, etc. Siguin K; = P; x S?, K;1 =
Prr x S%, Krr = Prip x 8?1 Ky = Pry x S%. Les transformacions (19.44)
i (19.47) donen respectivament difeomorfismes isométrics entre Ky i ’espai de
Schwarzschild M; =V x R i entre K;; i My = W x R. O sigui, si prenem
Kt ={(u,v,¢,0) € K amb u+v > 0}, la immersi6 j: (VUW)xR — KT donada
per (19.44) respon afirmativament la pregunta que ens haviem plantejat. KT
ajunta sense singularitats els dos espais de Schwarzschild M; i M, exterior i
interior. De fet, K~ = {(u,v,¢,0) € K amb u + v < 0} és isomeétric a KT
per la simetria central (u,v) — (—u,—v). Ara bé, aquesta isometria canvia
Iorientacié temporal.

Observant el dibuix dels cons de futur a la figura, deduim immediatament
que tota corba que apunti cap al futur (o sigui, de vector tangent contingut
en el con de futur) i que tingui un punt a la regi6é ;5 o a les hipersuperficies
r = 2mK/c* que la limiten, ja no pot sortir mai d’aquesta regio i s’encamina
necessariament cap a la singularitat » = 0. Per tant, qualsevol particula mate-
rial o raig de llum que penetri la superficie r = 2Km/c? ja no pot sortir mai
més cap a fora. No té cap possibilitat (ni disposant d’un motor potentissim
que utilitzés tota energia de I'univers) d’escapar-se cap a fora.

S’ha de fer un advertiment al lector que observi la figura 19.4. Cada punt
(u,v) d’aquesta figura és, en realitat, una esfera de ’espai de Kruskal K (ja que
K =P x5?%).

Un fet curios és que a la superficie critica r = 2mK /c? pot haver-hi fotons en
repos (és a dir, raigs de llum que durant tota I'eternitat sén sobre r = 2mK/c?,
amb 6 = 6y (constant) i ¢ = ¢o (constant)). Per tal de veure-ho, comprovem
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Figura 19.4
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que les corbes de la forma

z(s) = (u(s),u(s), 0o, vo0) ; y(s) = (u(s), —u(s),bo, o) , (19.49)

on u és una funcié convenient de s, satisfan les equacions de les geodésiques i
son, a més, de vector tangent de norma nulla en tot punt. Una vegada com-
provat aixo, com que les dues rectes u = v de P corresponen a r = 2mK/c?,
tindrem el resultat anunciat. Per escriure les equacions de les geodésiques pro-
cedirem com hem fet a l’apartat 6 (on hem aplicat el procediment descrit a la
proposici6 8.1 del capitol 8). Posem
32m3K3 _ 2, ) : . .
= ——F—€ K (u® — 9?) 4+ r2(6% 4 sin® 6p?) .

Sr
Les equacions de les geodésiques seran llavors

Aoy o ddg oy dog oy dog oy 00
dsOu Ou’ dsdv Ov’ dspg 90’ dsdp Oy '

Tractem de veure que les corbes de (19.49) satisfan les equacions (19.50). Co-
mencem per la primera equaci6 de (19.50):

0g 64miK3 _ 2,

—_— = —— e 2mKq .
o Sr

Si indiquem amb un punt la derivada respecte a s, tindrem

e 2mK e 2mKq .

dsou ~ dr cSr dsu cSr

D’altra banda, quan derivem g respecte a u hem de tenir en compte que g
depén de r i que 7 depén de u a través de (19.45). Per tant,

@ _d 32m3K367 2r
ou dr

. QmK) (u? — 1}2)% + 2r (6% + sin? 9¢2)% .
Perd en substituir aqui (19.49) tindrem 6 = 0, ¢ = 0. Com que a (19.49)
u = 4w, tindrem @ = £0 i, per tant, dg/0u = 0. També tindrem dr/ds = 0
ja que r és constant sobre les rectes u = 4wv. Per tant, la primera equacid
de (19.50) es redueix a i = 0, que dona la parametritzacid de u respecte a
s, u = As + B. Uns calculs similars mostren que les altres equacions de les
geodésiques es compleixen, llavors, automaticament.

Diem, pero, que aquesta solucié dels fotons en repos és molt inestable, en el
sentit que una petita variacié de les condicions inicials precipita aquests fotons
cap a la singularitat r = 0.






Capitol 20

Models cosmologics

.Com és I'univers? ;Es finit, en el sentit que les diferents galaxies ocupen
un espai finit, o al contrari, és infinit? L’univers, ;ha existit sempre i sempre
existird, o bé existeix des d’un instant inicial? Totes aquestes qiiestions que al
llarg de la historia han estat objecte d’estudi per part de filosofs i a les quals
han donat resposta, també, moltes religions, semblaven fins fa molt poc fora de
I’abast de la fisica i de les matematiques. Un dels grans atractius de la teoria
de la relativitat és el de constituir I’eina adequada per a proporcionar models
teorics sobre el passat, el present i el futur de I'univers.

Des del primer article d’Einstein sobre cosmologia (1917) s’han produit
avengos molt importants en aquest camp, els quals s’han degut a la suma de
resultats obtinguts per investigadors purament teorics, d’una banda, i d’ob-
servacions experimentals realitzades per alguns astronoms o astrofisics, d’una
altra. Entre els primers, podem esmentar I’astronom alemany Willem de Sit-
ter (el qual va demostrar que el model cosmologic que havia donat Einstein el
1917 no és estable i que qualsevol petita pertorbaci6 el converteix en un mo-
del d’univers en expansié en qué les galaxies s’allunyen les unes de les altres
amb velocitats que augmenten amb la distancia), el matematic rus Alexandro-
vich Friedmann (que va donar tres models cosmologics molt plausibles segons
la densitat de matéria-energia present a l'univers), Robertson i Walker (que
van generalitzar els models de Friedmann), i, més recentment, S.W. Hawking
(que ha donat un teorema que mostra l'existéncia d’una singularitat inicial en
models molt generals d’univers). Entre els segons, el més important és E.P.
Hubble, que va dedicar tota la seva vida a mesurar la distancia al nostre sis-
tema planetari de totes les galaxies de les quals I'astronom Humason havia
estudiat préviament l’espectre, i va descobrir que la velocitat amb qué s’allu-
nyen de nosaltres la major part de galaxies és proporcional a la distancia que
les separa de la nostra. També va tenir una rellevancia notable el descobriment
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de la radiaci6 cosmica de fons (1965) per un grup de sis astrofisics americans:
Penzias, Wilson, Dicke, Peebles, Roll i Wilkinson.

En aquest capitol volem presentar d’'una manera detallada els models d’uni-
vers de Robertson i Walker i, com a casos particulars, els de Friedmann, perqué
constitueixen un punt de partida natural per a la comprensi6 de la cosmologia.

1 Galaxies

El nostre sistema solar forma part d’una extensa agrupacié d’uns 100.000 mi-
lions d’estrelles. Aquesta agrupacioé en forma d’espiral s’anomena Via Lactia.
Per descomptat, totes les estrelles que podem distingir a simple vista com un
puntet lluminés en el cel formen part d’aquesta agrupacio.

La Via Lactia consta d’un nucli en forma de disc, de 15.000 anys llum de
radi i d’un gruix de 15.000 anys llum. D’aquest nucli surten dos bragos en forma
d’espiral. El radi total de l'espiral (des del centre del nucli) és de 40.000 anys
llum. El sistema solar es troba en un dels dos bracos de ’espiral, anomenat
brag d’Ori6, a una distancia de 30.000 anys llum del centre.

D’agrupacions d’estrelles que tenen estructures similars a la Via Lactia se'n
poden contemplar moltissimes en el cel amb 1'ajut de telescopis (algunes son
visibles amb simples prismatics). Aquestes agrupacions s’anomenen galaxies.
Cada galaxia té el seu propi moviment. Per exemple, la nostra gira entorn
d’ella mateixa una volta cada 250 milions d’anys. Les estrelles individuals que
constitueixen una galadxia també tenen moviments propis.

Les galaxies també s’agrupen en camuls de galaxies i els camuls, a vegades,
en camuls de camuls.

2 Models cosmologics de Robertson-Walker

Imaginem la matéria de I'univers com un fluid on cada “particula” és una gala-
xia. Sobre aquestes particules de fluid (o galaxies) no actua cap forga, llevat de
la que exerceixen les unes sobre les altres per gravetat. Ara bé, d’acord amb la
teoria de la relativitat general no hi ha forces de gravitacio, siné que el movi-
ment de les particules és representat per geodésiques de l'espai-temps (M, g),
i és justament la métrica g la responsable d’alld que a nosaltres ens semblen
forces gravitacionals. La métrica g esta relacionada amb la matéria per mitja
de ’equacié d’Einstein. Nosaltres ens proposem, en primer lloc, obtenir una
expressio local de la métrica g d’acord amb hipotesis “naturals”.
Suposarem:
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Hipotesi 1. Per cada punt x € M passa una geodésica que representa el
moviment d’una particula de fluid. Aixo equival a dir que aquestes geodésiques
constitueixen una foliacio F de M de dimensi6 1 (un flux). Recordem que quan
estudiavem els fluids haviem suposat que les particules mai no “xocaven”.

En cada ¢ € M designarem per F, el subespai de dimensi6 1 de T, (M)
tangent a F. L’espai F;- format pels vectors de T, (M) ortogonals a F, sera
espai” (de dimensio 3) per als observadors d’aquella galaxia en aquell instant.

Hipotesi 2. La distribucié que a cada = € M li assigna F- és involutiva.
Anomenarem F+ aquesta foliacio. Les hipersuperficies (de dimensié 3) inte-
grals d’aquesta distribuci6 (els fulls de F*) seran 1“espai” comt a totes les
galaxies en un determinat instant. Aquesta hipotesi equival, doncs, a dir que
existeix un “espai” comu a totes les galaxies en cada instant (Bastaria només
suposar que aix0 es compleix en un sol instant).

En cada x € M sigui U, el vector tangent al flux F en el punt x, de norma
—1 i que mira cap al futur. Recordem que som en un espai-temps, és a dir,
en una varietat de Lorentz amb una orientacié temporal. Recordem també
que cada corba integral del flux F, pel fet de representar el moviment d’una
particula, té vector director temporal.

En un entorn de cada punt de M podrem aconseguir una carta local amb
unes coordenades (t,y',y?, y>) tals que 9/0t = U. Com que la distribucio F+
és involutiva, tal com hem fet en la demostracié del teorema 19.2 del capitol 19,
podrem aconseguir trobar un entorn V' de cada x € M que sigui domini d’una
carta local (V,t, 2!, 22, 23), amb U = /0t i de manera que les hipersuperficies
t = constant siguin subvarietats integrals de F*. Llavors ¢ és un temps comu
a totes les galaxies (a la carta local V).

Introduim ara la hipotesi d’isotropia que esta fonamentada en els segilients
fets experimentals:

A) Estadisticament, la concentracié de galaxies que nosaltres observem no
depén de la particular direcci6 d’obsevacié. Dit d’una altra manera, no
existeix cap regio del firmament observable on la concentraci6 de galaxies
sigui (des d’un punt de vista estadistic) més gran que en altres direccions.

B) Si bé s’ha observat que la major part de galaxies s’allunyen de nosaltres
amb una velocitat que depén de la distancia a qué es troben de la nostra,
tampoc no existeix cap direcci6 privilegiada on aquestes velocitats siguin
més grans que en altres direccions.

Aquests fets experimentals ens porten a formular la hipotesi segiient sobre
Pespai-temps (M, g).
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Hipotesi 3 (Isotropia espacial). Fixat © € M, per a cada parell (u,v) de
vectors unitaris de F- (vectors espacials) existeix una isometria ¢ de (M, g)
que deixa fix z, que preserva F (és a dir, que transforma corbes integrals de F
en corbes integrals de F) i tal que (d¢), transforma u en v.

Aquesta hipotesi ve a dir que no hi ha direccions espacials privilegiades;
que dues direccions espacials poden transformar-se 'una en l’altra per una
isometria que preserva el flux F.

Les hipotesis 1, 2 i 3 ens donen molta informacié sobre com ha de ser
I’expressi6 local de la métrica g, com posa de manifest el resultat segiient.

Teorema 20.1 Cada punt x € M té un entorn V que és domini d’una carta
local ctibica (V,t,zt, 22, 23), amb x = (0,0,0,0), —e <t <e¢, —e < z' < ¢, on
0/0t és tangent al flux F i on la métrica g s’expressa

g=—dt* + f*()m3(q),

on g és una métrica de curvatura constant k = 0, k = 1 6 kK = —1 sobre la
hipersuperficie Sy de V donada per t = 0, i mg és la projecci6 V. — Sy que
assigna (0,z1, 2% 2°) a cada (t,z', 2% 2?).

DEMOSTRACIO. Per a cada tg, —e < tg < ¢, designem per Sy, la hipersuperficie
de V donada per t = ty. Per a cada t amb —e < t < &, designem per u
Paplicacio Sy — S; que assigna (¢,z) a cada (0,z). Veurem, en primer lloc,
que per a cada  amb —¢ < 2! < ¢, (dpt)(0,2) aplica vectors d’igual norma en
vectors d’igual norma. Siguin u,v € T(g4)(So) amb |u| = |v|. Per la hipotesi
d’isotropia espacial, existeix una isometria ¢ que preserva JF, que deixa fix (0, z)
i tal que (d¢)(o,) transforma u en v. Veiem que ¢ o y; = iz o ¢ en els punts
on tots dos membres estan definits. En efecte, ¢ deixa fix 9/t i la distribucio
F+L. Per tant, haura de ser de la forma (¢,3) — (¢,%(y)). Queda clar, doncs,
que commuta amb p;. Tindrem llavors

|(dpe)ol| = [(dpe)(dd)u| = [(d¢)(dpe)u| = |(dp)ul -

Per a cada parell (t,7), amb —¢ < t < e i —e < 2 < ¢, posem h(t,z) =
|(dpt)ul?, on u és un vector unitari de F(é’x) (hem vist que |(dp)u| no depén
del vector unitari u de F(t’z) elegit). Si X € Fdiz)’ X # 0, el vector X' = X/|X]|
sera unitari. Tindrem

[(dpe) X? = |XP|(dpe) X'|* = | XAt o).
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Si X,Y € F(% ) tindrem

g9 ((dp) X, (dpe)Y) = % {g (dpe)(X +Y), (dp) (X +Y)) =
— 9 ((dp) X, (dpe) X) — g ((dpe)Y, (dpe)Y) } =

= 2h(t,2) {9(X Y, X +Y) —g(X, X) ~ g(¥,¥)) =

= h(t,z)g(X,Y).
A la carta local (V,t,x!, 22, 23), la métrica g s’expressara

g=—dt* + Zgij(t, x)dx'dx?

e +((8),(2),.)
R Oxt (t,z)7 Oxi (t.2)
0 0
=g (du)< i) ,(du)<~) =
Y\ oz (0,2) Y\ Oxi (0,2)

= h(t,x)g:;(0,) .

on

Per tant, g sera de la forma
g = —dt* + h(t,x)m3(g) ,

on g és una métrica a Sy.

Provem ara que la funci6é h(t,z) no depén de xz (només depén de t). Per
a aixo basta veure que si X € F(Ji,t)’ X(h) = 0. Suposem X # 0. Prenguem
u = (dpy ") X 1 v = u/lu|. o serd unitari i v’ € F(dem). Sigui o(7) la
geodésica de Sy que surt de (0, ) amb vector tangent v’. Sigui (1) = (o (7)).
a(T) sera una corba de S; que surt de (z,t) amb vector tangent (du¢)u’ =
((dut)u)/|u| = X/|u|. Provarem que h(a(7)) = h(a(—7)), amb la qual cosa

(X/ul)(h) = (o)l =0
T
i per tant X (h) = 0. Es té h(a(r)) = [(dut)(a(7))], ja que 6(7) és unitari per
ser tangent a una geodésica per a la qual ¢(0) = «’ és unitari. Sigui ¢ una
isometria que preservi F, que deixi fix (0, z) i que (d¢)(o,,) transformi u en —u.
Llavors

(d9)o(r)(6(T)) = —0(=7).
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Tindrem

h(a(7))

(dpe) (6 (7))| = |(d@)(dpe) (6 (T))] =
|(dpe)(d@) (6 (7))| = [(dpue) (=0 (=7))| = [(dpt) (6(=7))| =
h(a(=7)) .

Resumint, tenim g = —dt?> + h(t)73(g), amb h(t) > 0 i § una métrica a Sp.
Provem ara que la métrica g de Sy ha de tenir curvatura constant. Per a
veure aixd demostrarem que, fixat un punt (0,z) € Sy i un pla 7 (de dimensi6
2) de F(Jﬁyr), la curvatura seccional Cy(m) de la métrica g en el punt (0,z)

corresponent al pla m no depén del pla 7 elegit a F(Jé ) En efecte, si 7’ és

un altre pla de F(J(;’z), siguin u i u’ vectors unitaris de F(J(;’x
respectivament a m i 7', Sigui ¢ una isometria que preservi F, deixi fix (0, z)
i transformi u en u'. Llavors d¢ transformara el pla m en 7’ i, obviament,
C(n") = Cr((do) () = Cy (7). El teorema de Schur (Teorema 5.32 del capitol
5) ens assegura ara que § té curvatura constant. Podem finalment suposar que
la curvatura de § és 0,1 6 —1, a condici6 de substituir f2(t) per una altra funcié
que difereixi de la primera en un factor constant. i

De les hipotesis 1, 2 i 3 no podem deduir en absolut com pot ser la varietat
(M, g) globalment. No obstant el teorema 20.1 ens suggereix que el model global
més senzill d’espai-temps compatible amb les hipotesis 1,213 és M = I xS, on
I és un interval obert de R (que pot ser tot R), S és una varietat de Riemann
dotada d’una métrica g de curvatura constant, i M estd dotada d’una métrica
de la forma

) perpendiculars

g=—dt* + f*(t)m3(q), (20.1)

on t és la coordenada de I. Sobre la varietat de Lorentz (M, g) es pren l'orienta-
ci6 temporal que consisteix a dir que el camp vectorial 9/9t apunta cap al futur.
Les trajectories del camp 9/0t representen la vida de les diferents galaxies. Els
models d’univers d’aquesta forma es denominen models de Robertson-Walker.
En aquests models se suposa, a més, que la matéria (les diferents galaxies)
constitueix un fluid perfecte de densitat de massa-energia o i pressié p que
depenen nomeés de t. L’equacio d’Einstein relaciona llavors f amb o i p. En els
models de Robertson-Walker existeix un temps comi ¢ a totes les galaxies i en
cada instant ¢t = to d’aquest temps, un espai comu a totes les galaxies, {to} x S,
com a la fisica Newtoniana.

Ara bé, si volem que t sigui el temps propi dels observadors que estan en
repos respecte a una determinada galaxia (que viatgen amb la galaxia) (temps
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propi segons la definici6 que hem donat al capitol 18) hauriem d’expressar la
métrica g de M de la forma

g=—c*dt* + fA(t)m3(9) (20.2)

i no pas sense la constant ¢? com l'expressavem a (20.1). En efecte, un tal
observador és representat per una corba de la forma t — (¢, ). La longitud
d’aquesta corba des de ty fins a ¢ (per la métrica (20.1)) és i(t — tg). Segons
la definicié de temps propi que hem donat al capitol 18, apartat 2, el temps
propi 7 — 79 d’un tal observador és (¢t — tg)/c. Segons aix0, el temps propi 7
dels observadors galactics esta relacionat amb la coordenada t de I per 7 = t/c.
Resulta més comode, doncs, prendre el temps propi 7 com a coordenada de I,
en lloc de t. Llavors la métrica (20.1) s’expressa g = —c?d7? + f?(cr)m3(g), i
tornant a anomenar ¢t a 7 i canviant de nom f, g s’expressa de la forma (20.2),
on ara t és el temps propi dels observadors galactics tal com ’hem definit al
capitol 18.

Siguin (M =1xS5,g9)1 (M’ =1 xS,g") dos models de Robertson-Walker,
on g i ¢ tenen la forma (20.2), 1 I i I’ son intervals de R. Si I C I' isi g
coincideix amb g sobre M C M’, direm que (M, g) esta contingut a (M’, g’).
Direm que un model de Robertson-Walker (M, g) és maximal quan la inclusio
(M,g) C (M',g’") implica M = M’ (és a dir, I = I').

3 Relacions entre la funcié f, la densitat o i la
pressié p en un model de Robertson-Walker

Situem-nos en un model de Robertson-Walker M = I x S amb una métrica
de la forma (20.2). Calculem en primer lloc la derivada covariant V associada
a la meétrica g. Designarem per U el camp 9/9t. Si X és un camp vectorial
a S designarem també per X el camp de M a qué dona lloc (I'inic camp
perpendicular a /0t que es projecta sobre X per ma).

Proposicié 20.2 Si X,Y sén camps vectorials de S, es té:
a) VUU =0.
_ _f
b) VuX =VxU = ?X.

¢) VxY =VxY + ‘Z—Qfg(x, YU ,
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on V indica la derivada covariant a S i f la derivada de f.

DEMOSTRACIO. Si A, B, C sén camps vectorials sobre M, recordem que V 4B
compleix

2g9(VaB,C) = Ag(B,C)+ Bg(C,A) —Cg(A,B) —g(4,[B,C]) +
9(B,[C, A]) + g(C, [A, B]) . (20.3)

Apliquem aquesta formula quan A = B=U i C = Z (Z, és un camp de S).
Observem, primer, que [U, Z] = 0 ja que en qualsevol carta local de la forma
I xV,onV és carta local de S, Z no depén de t i, per tant, commuta amb
U = 9/0t. Tindrem llavors 2g(Vy U, Z) = 0. Obviament, de (20.3) es desprén,
també, 2g(VyU,U) = 0. D’aquestes dues equacions, obtenim VU = 0.

Si X i Z son camps de S, de (20.3) obtenim

29(VyX,U) =0
20(VuX,2) =Ug(X,2) =U(*§(X, 2)) =2/ [§(X, 2) =

- 2§f2§(X7 7) = 2§9<X, 7).
Per tant, )
vox = Lx
7
VxU = VX +[X,U] .
N——

=0
Quan XY, Z sén camps de S, de (20.3) tenim
20(VxY,Z) =Xg(Y,Z)+...=Xf29Y,2)+...= f?°Xq(Y,Z)+ ... =
= [225(VxY,Z) =29(VxY, Z) .

Posem VY = 6XY + AU i calculem \:

1 1
A = —gg(vXK U) = (per (20.3)) = @UQ(X, Y)

1 - 1 ...
Aixo conclou la demostracio. |

Proposicio 20.3 Si X,Y, Z soén camps de S, es té:
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.\ 2
a) R(X,Y)Z = (jﬁ) +% (9(Z,Y)X —g(Z,X)Y), on k és la curva-
tura constant de la métrica g, k =0,1 o —1.
_f
b) R(X,U)U ==X .
¢) R(X,Y)U =
d) R(X,U)Y = ff (X, Y)U .
DEMOSTRACIO. En virtut de la proposicié anterior tindrem
ff
VYZ VYZ—ng(Y Z)U
1 1 -
VxVyZ = VvaZ + —g(X VyZ)U + Vx ch(Y’ Z)U =
V24 ﬁg(x Ty 2)U + ﬁ (X3(Y, 2)U + ﬁ (Y. 2)VxU .
Perd §(X,VyZ) = —§(Vy X, Z) + Y§(X, Z). Per tant,
VyVyZ = VXVyZ+{ ff(vyxzn

ff ff

Y§(X,Z) + =5 Xg(Y, ﬁU+€MY@X

D’altra banda,
e 11
Vixyv)4 =VixyZ + 29 (X, Y], 2)U .

Aixi doncs, tindrem

R(X.Y)Z =VxVyZ-VyVxZ—-VxyZ=
N f2 f2
:mxyw+2¢Y@X—7mXZW

on R(X,Y)Z indica el tensor de curvatura de la métrica § de S. Com que
aquesta meétrica té curvatura constant k, es tindra

R(X,Y)Z =k (§(Z,Y)X — §(Z, X)Y) .
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Substituint aixd a l’expressio anterior de R(X,Y)Z, s’obté a). Provem b):

R(Xv U)U - vXVUU vUVXU V[X U]U = *VU (:;X)

H=P iy S
X g X=X

Provem c):

R(X,Y)U =VxVyU—-VyVxU—-Vixy)U= VX< ) Vy<;>

—?[X,Y] ;(VXY VyX — [X,Y])=0.

Provem d):

R(X,U)Y = VxVyY — VyVxY — Vix Y =
— Vy <§Y> —VuVxY = Vy (ffg(x Y)U)
; 2 P 2

§VXY+ f2 G(X,Y)U - §VXY— (f *;ff> GX, YU =

= f.f (X, Y)U.

Aixo prova la proposicio. i

Proposicioé 20.4 Si designem per Ric el tensor de Ricci de la métrica g, i si

X,Y sén camps de S, es compleix:

N B
a) RlC(X,Y)—{ f+2(cf) +f2}g(X,Y).

b) Ric(U,U) = _%

¢) Ric(X,U) =0.

DEMOSTRACIO. En un punt qualsevol (¢g,29) € I x S = M considerem tres
vectors ey, ez, e3 que siguin base ortonormal de Ty, ,)({fo} x S) respecte a la
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métrica g. En aquell punt, tindrem

Rie(X,Y) = S0, 9 (R(ea, X)Y:ca) — g(RCU, X)Y, - U) =

— <CJ;> +% (Eag(X,Y)g(ea,ea)—Eag(Yaea)g(Xaea))

1 1
—g (R(U,X)Y, U) .
C C

Pero si X =) X%e,, tindrem

ZQ(Y’%)Q(X:%) = ZXaYa :g(va) .

[e3

Llavors la identitat anterior ens déna a).

Ric(U, ) = 3~ g (R(ea, U)U, e0) — g <R(1U, U\, iU) _

=0

= 20; —%g(ea,ea) = _¥ .

Finalment, és obvi que Ric(X,U) =0. 1

Corollari 20.5 La curvatura escalar R de la métrica g és

. . 2 .
R :ZRIC(ea,ea)—RlC (iU7iU> :Cgf‘i‘6<cf> +%+ﬁ:

. 2 .
_ / k /
=6 (Cf) +F+W

Aixo prova el corollari. i

De la proposici6 20.4 i del corollari 20.5 es desprén immediatament el corol-
lari segiient:
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Corollari 20.6 EI tensor d’Einstein G de la métrica g ve donat per:

a) G(X,Y) = —é"}—(f> Ry,

b) GU,U) =3 (;) gl

¢) GX,U)=0,
on X,Y sén camps de S i k és la curvatura constant de S.

En un model de Robertson-Walker, la matéria és descrita per un fluid per-
fecte de tensor d’impulsioé energia

1 D D
T:?(J+§)U®U+§gv

on g es considera com a tensor dues vegades contravariant perqué T sigui
contravariant. Quan escrivim l’equacié d’Einstein

8T K
2

G="20T, (20.4)

considerem 7' com a tensor dues vegades covariant per poder-lo igualar a G.
Llavors es pren com a T

1 D\yrs «, D
T:c—g(a+c—2)U ®U +c—2g, (20.5)

on U* és la 1-forma que actua sobre qualsevol camp vectorial A per U*(A) =
g(U, A). De l’equaci6 (20.4) tindrem

8T K

G(U.U) = =5~ T(U.U). (20.6)
Ara bé,
_ 1 DPy22 P _ 2 2
T(U,U)—CQ(O'+CQ)CC +c2g(U,U)fc c+p—p=co.

Per tant, (20.6) s’escriu

N\ 2
3 <f> + 3’;52 — 8nKo . (20.7)
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Quan X, Y son perpendiculars a U, tenim T(X,Y) = (p/c?)g(X,Y), i de (20.4)

s’obté 5
2 (L) _k_&Kp
Af cf 2 2 2

Multiplicant per ¢2, tenim:

. .\ 2
2f f kc? P
St A A Y 20.8
/ (f) TR (208)
Multiplicant aquesta igualtat per 3 i sumant amb (20.7), s’obté:
6/ 3p
O sigui,
3f 3p
5 =K <C2 + 0) . (20.9)

Les igualtats (20.7), (20.8) i (20.9) constitueixen les principals relacions entre
fyp 10 en els models de Robertson-Walker. La proposicié segiient ens dona
una altra relacié important.

Proposicié 20.7 Es compleix
Y
o+ (O’ + %) 3/ =0.
) f
DEMOSTRACIO. Escrivim explicitament la relacié divT = 0. En components,
tindrem

ij 1 Prrirri | P ij

T :072(0—+072)UUJ+?'9]

27 T . PN rrigri b 7T

AV, T =V, (U—FCQ)UU +(0+02)(VJU)U+
+ (a+c—2) UV, U7 + V;(p)g™ .

Tindrem

0=c2divT=U(a+c%) U+ (0—|— %) VUU+(U+C%) (divU)U + gradp.

| S——
=0
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Multipliquem escalarment la identitat anterior per U, tenint en compte que
g(U, grad p) = U(p). Tindrem

0=—c*U(o) = U(p) — (Po +p)divU + U(p) .

O sigui,
AU(0) + (o +p)divU =0 .
Ara bé,
3
divU = traga de endomorfisme {A — VA U} = Z 9(Ve U, eq)
a=1

on ey, ez, e3 és base ortonormal de I'espai ortogonal a U (ja que VyU = 0). De
la proposicié 20.2 b) se segueix que divU = 3f/f. Substituint a la identitat
que teniem, s’obté finalment la proposicio. |

4 Llei de Hubble

La major part de galaxies s’estan allunyant de nosaltres, ja que els espectres
de la llum que ens envien mostren un desplacament cap al roig. Aquest des-
plagament és més accentuat com més llunyana és la galaxia observada. Hubble
va dedicar tota la seva vida a lestimaci6 (per diversos procediments) de les
distancies a qué es troben de nosaltres una gran quantitat de galaxies de les
quals Pastronom Humason havia mesurat préviament el desplagament cap al
roig, i va descobrir experimentalment la llei segiient: “La major part de galaxies
(llevat d’alguns casos excepcionals) s’allunyen de nosaltres amb una velocitat
que és proporcional a la distancia que les separa de la nostra”. La constant
de proporcionalitat s’estima actualment en 1/(18 x 10%) anys, si bé en altres
époques podia haver estat diferent. Si anomenem t; el temps galactic “ara”; a
Iinstant actual, i Hy la constant actual de Hubble, tindrem que en els models
de Robertson-Walker f(¢) compleix

f'(to) = Hof(to) .

Naturalment, com que f(tg) > 0, anomenant Hy el quocient f/(¢)/f(to), sem-
pre es complira la relacié anterior. L’aportacio de Hubble és Hy > 0 (aixo
no ens ho diu la teoria). També és una altra aportacié nova 'estimacio de
Hyj i, sobretot, la confirmacié que aquests models teorics s’ajusten a les dades
observades.
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5 Principi i fi de 'univers en els models de Ro-
bertson-Walker maximals

Situem-nos en un model de Robertson-Walker (M, g) maximal, amb M = I x S
i la metrica g donada per (20.2). Suposem que la constant de Hubble actual
Hy és positiva i té un valor aproximat de 1/(18 x 10%) anys. La densitat oy
actual de massa-energia de I'univers s’estima situada entre 10731 i 5 x 1072°
grams/centimetres, mentre que la pressio py té un valor menyspreable respecte
a gg.

Teorema 20.8 Si Hy > 01isip(t) >01io(t)>0Vt, llavors:

1) Existeix un nombre real tp (principi dels temps) tal que I és un interval
obert de la forma |tp, tr[ o bé de la forma |tp, oo[. Es compleix f(t) — 0,

ft) >0 io(t) > oo quant —tp (t >tp).

2) En el cas que la curvatura k de S sigui 0 o —1, I =|tp, 00| (hi ha principi
de I'univers i no hi ha final), f(t) > 0 per a tot t (I'univers s’expandeix
eternament).

3) En el cas k = 1, I =|tp,tp[ (tr és el final dels temps), existeix un
tm € I tal que f(t) >0 perat <ty if(t) <0 perat>t, ('univers
s’expandeix des del principi fins a t,, I després es contreu), f(t) — 0,

f(t) > 0 io(t)—= oo quant — tp.

DEMOSTRACIO. Com que (3p/c?) + o > 0, de (20.9) es dedueix f(t) < 0 per a
tot ¢. Desenvolupant f(t) per Taylor en el punt ¢y (temps actual), tindrem

£(6) = (to) + Hof (to)(t — to) + 5 FE)(t — t0)?

amb ¢ comprés entre ¢ i t5. Com que f(€) < 0, tindrem que f(t) < f(to) +
Hof(to)(t — tp) per a tot t. O sigui, la grafica de la funcié f(¢) sempre és per
sota de la tangent en el punt 5. A més, aquesta tangent té pendent positiu,
com s’indica a la figura 20.1. Aquesta tangent talla ’eix de les t en el valor
de ¢ per al qual f(to) + Hof(to)(t — tp) = 0, o sigui, t = to — Hgl. Per tant,
la funcié f s’anullara necessariament en un punt tp > to — Hj 1. Com que f
no es pot anullar sobre I en cap punt i com que, a més, I se suposa maximal,
I sera de la forma Jtp, 00 0 bé Jtp,tr[. Com que to —tp < to — (to — Hy'),
tindrem que tg —tp < HO_1 = 18 x 10? anys. Aixi doncs, 'univers té menys de
18 x 10? anys.
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f®)

t, -H,’ t ¢,
Figura 20.1

Com que f < 0, f decreix. Com que f(to) > 0, f ha de ser positiva a
linterval Jtp,tp]. En virtut de la proposicié 20.7, a Uinterval |tp, to] tindrem

. PN\ f /
az—3(o+—)f§—307,
/) f f
ja que f > 0 en aquest interval i p > 0. Aix0 s’escriu
3
o~ f

O sigui,
d
%(loga—ki’)logf) <0.

Per tant, la funci6 log(o f?) sera decreixent en sentit ampli en aquest interval,
i o f3 també sera decreixent en sentit ampli. O sigui, o(t) f3(t) > o(to) f3(to).
Com que f(t) tendeix a zero quan ¢ tendeix a tp per I'esquerra, o(t) f2(t) haura
de tendir a co quan ¢ tendeix a tp (per l'esquerra). De (20.7) s’obté

SKnof?

2 k2:
[+ ke 3

(20.10)
Si o f2 tendeix a oo, f haura de tendir a oo. Aixo prova 1).

Abans hem vist que f(t) < 0 per a tot t. Per tant, f(t) decreix. Com que
lim; ;. f(t) = 00, 0 bé f no s’anulla mai, o bé s’anulla en un nic punt ¢,
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en el qual tindra un maxim. Veurem ara que aquesta segona possibilitat no es
pot presentar mai si suposem k = 0 o k = —1. En efecte, si existis ¢, amb
f(tm) =0, de (20.10) tindriem

8Kmo(tm,
k02:77m( )>O7
3
i per tant k > 0. Si suposem, doncs, k=00 k = —1, f decreix i no s’anulla

mai; o sigui, f > 0, 1 f creix sempre. Com que s’anullava a tp, no es torna a
anullar mai, i la métrica no té altra singularitat que tp. Per tant, I =|tp, 00|,
ja que el model de Robertson-Walker se suposa maximal. Aixd prova 2).
Suposem finalment & = 1. Hem vist abans que f (t) < 0 per a tot t. Per
tant, f decreix. Vegem ara que f s’ha d’anullar necessariament en un punt ¢,
Suposem que f no s’anulla mai i arribarem a contradiccié. Si f no s’anullés
en cap punt, f (t) seria positiva per a tot ¢t. Llavors f creixeria sempre i I seria
|tp,00[ com en el cas anterior. Llavors podrien presentar-se dues possibilitats:

a) limy o0 f(t) = o0;

En la hipotesi a) tindriem, en virtut de la proposicio 20.7 (com que f > 0,

c>0ip>0)

. I f

o 3 (0’ + ) = —30 7
que condueix com abans a la conclusié que o f3 és decreixent en sentit ampli, la
qual cosa implica que o f3 esta acotada per una constant per a t suficientment
gran. Com que limy_, f(t) = oo, of? ha de tendir a zero quan t — oo.
De (20.10) s’obté lavors f2 + ¢ — 0. Com que f > 0, f2+ 2 > 2, la
qual cosa és una contradiccio. En la hipotesi b) observem en primer lloc que
lim; o0 f(t) = 0. En efecte, pel teorema del valor mig, f(t+1) — f(t) = f(&),
ont <& <t+1. Osigui, [f(&) < [f(t+1) — A+ |A— f(t)|]. Sies pren
una successi6 t; — 00, la successio dels corresponents &, tendira a l'infinit i
f(&,) tendira a zero. Com que f és monodtona, f — 0 quan t — co. Com que
f— A o — 3c2/(8KnA%) > 0. Per tant, existeixen § > 0 i tg € I tals que
o(t) > 4 per a tot t > to. D’altra banda, pel teorema del valor mig existeix un
e, t <& <t+1 talque f(t+1)—f(t) = f(&), don | f(&)] < [fE+D)[+]f ()]
Com que f — 0 quan ¢ — 0o, pel mateix raonament d’abans podem trobar una
successio creixent £ — oo de manera que f(&;) — 0. De (20.9) es dedueix que
3p(&)/c* + (&) — 0. Perd com que o(t) > 6 ip(t) >0 per at > tg, tindrem
3p(&:) /2 4+ 0(&) > 6, 1a qual cosa és absurda. Aixo prova que f s’ha d’anullar
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en un tnic punt tp,. Com que f < 0, t, sera un maxim de f. Prenguem un
to > ty,. Com que f < 0, la diferéncia

£ = (Flto) + 7/ (1)t — t0)) = 3 FE) (¢ — t0)?

sera negativa (la grafica de f(t) estard per sota de la tangent). Com que
f (to) < 0 la tangent en aquest punt té pendent negatiu. Tallara l'eix de les ¢
en un punt tg > t,, i la grafica de f s’anullard necessariament en un punt ¢z
entre to i tg. Arguments similars als utilitzats en la demostracié de 1) mostren

que I =|tp,tp[, lim_y;, f(t) =o00ilimy_y;, o(t) =oc0. 1

6 Com saber si la curvatura de l’espai és posi-
tiva, negativa o nulla

Situem-nos en un model de Robertson-Walker. En un instant donat ¢, la llei de
Hubble ens déna f(tg) = Hof(to), on Hy és el valor de la constant de Hubble
en aquest instant (H depén de ¢). Substituint a (20.7), tindrem

2kc?
QHg + m = 87TKO'(t0) .

Veiem, doncs, que k és el signe de 8mKo(ty) — 3HZ, o sigui, el signe de
o(to) — (3HZ/(87K)). Per tant, segons si o(ty) és més petit, igual o supe-
rior a 3HZ /87K, k sera —1, 0 o 1. El valor 3H2/87K s’anomena densitat
critica. Si prenem com a valor de Hy (en I'actualitat) 1/(18 x 10° anys), com
a valor de la constant de gravitacié de Newton K = 6,67 x 10~8 centimetres®/
(grams x segons?), obtenim que la densitat critica a I'actualitat és 5,55 x 10730
grams/centimetres®. La densitat de massa de 'univers s’estima entre 1073 i
5 x 1072% grams/centimetres®. Com que per altra banda el valor Hy de la cons-
tant de Hubble pot tenir un marge d’error considerable, actualment no estem
en condicions de decidir experimentalment el signe de la curvatura.

7 Models de Friedmann

En els models de Robertson-Walker se suposa que la matéria que constitueix
I'univers és un fluid perfecte de densitat o i pressié p. Un model de Robertson-
Walker amb la funci6 f(¢) no constant (hipotesi que sempre es complira si
s’admet la llei de Hubble amb Hy > 0) i la pressio p idénticament nulla s’ano-
mena model de Friedmann. Es diu també, llavors, que el fluid esta constitult
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per pols. En l'actualitat la pressio p és practicament menyspreable respecte a o.
Per tant, els models de Friedmann s’ajusten bastant bé a les dades observades
en actualitat. Ara bé, en époques remotes en qué la matéria era molt densa,
la pressio entre les diferents particules del fluid podria no ser menyspreable, si
bé d’altra banda, com que o(t) — oo quan t — ¢p, p també podria resultar
menyspreable en comparacié amb o. Els models de Friedmann s’ajusten bas-
tant bé a la situacié actual de I'univers, perd queda el dubte de saber fins a
quin punt s’ajustarien a la situacié de 'univers prop del principi de la creacid
o (en cas de curvatura positiva) prop del final. Els models de Friedmann tenen
Patractiu que la funcié f(t) que figura a la métrica (20.2) pot ser calculada
explicitament.
Suposem, doncs, a partir d’ara p = 0. La proposicié 20.7 s’escriu llavors

fio=m, (20.11)

on m és una constant positiva. Substituint llavors o per m/f? a I'equacié
(20.10) s’obté

P4kt =A/f, (20.12)
amb A = 87rKm/3. Aixo s’escriu
df? + kc2dt* = Adt?/f = Bdt?/f (20.13)

amb B = A/c?. Reparametritzem f(t) en funcié d’un temps 7 que compleixi
la condicio

cdt = f(r)dr (20.14)

i que tingui el mateix origen que el temps galactic t. Prenguem com a origen
dels temps 'instant tp de la creacid, que correspondra a t = 7 = 0. L’equacié
(20.13) s’escriu

df? + kf?dr® = Bfdr? .

Es a dir,

% — JBf—kf?. (20.15)

Integrem llavors (20.15) en els tres casos possibles, segons els valors de k, amb

......

f== (20.16)
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Llavors (20.14) s’escriu
Br?
cdt = f(r)dr = —47 dr,

que dona ct = B73/12. Substituint a (20.16) 7 en funci6 de ¢ i operant, s’obté

F(t) = Y(9/0BEt3 = {/(9/0)At5 . (20.17)
Hauriem pogut obtenir (20.17) de manera més senzilla integrant directament
(20.13) en el cas k = 0, perd més endavant haurem d’utilitzar el parametre 7
que hem introduit a (20.14).
Suposem ara k = 1. L’equacié (20.15) s’integra i déna

B drK
f(r) = 5 (1 —cosT) = “37;”(1 — cosT) . (20.18)
De (20.14) i (20.18) s’obté
B ATt K
t= (T —sin7) = gcgm (r —sin7) . (20.19)
Llavors (20.18) i (20.19) donen la grafica de f(¢) paramétricament en funcié de
7. En el cas k = —1 un procés similar déna
4rKm
f(r) = ?(ChT -1
(20.20)
4tKm
t= W(Sh'r — T) .

Observem, per exemple, que en el cas k = 1 (anic cas en qué hi ha principi
i fi de l'univers) el principi i la fi corresponen als dos primers zeros de f(7)
consecutius que s6n, dbviament, 7 = 017 = 27. De (20.19) veiem que el temps
t corresponent als dos valors 7 =017 =21 ést =01t = 8r?Km/3c>. Per
tant, la duraci6 de I'univers en el cas k = 1 és 872 Km/3c3. Pero, {qué és m?
Integrant (20.11) sobre (5, g) en un instant de temps to fixat, 'instant actual,

obtenim
4mm

/ o(to) f3(to)dv = m/ dv=——,

s s 3

on dv indica l’element de volum de S amb la métrica § de curvatura 1. Ob-
servem que [ o(to) f3(to)dv és la integral amb la nostra meétrica (actual) del
volum per la densitat, o sigui la massa-energia total de I'univers. Anomenem
M aquesta massa total. Llavors m = 3M/4w. Veiem, doncs, que la duracio
entre el principi i la fi de I'univers depén només de la massa-energia total de
Punivers M, la qual roman constant segons (20.11).
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8 Trajectories dels raigs de llum en els models
de Robertson-Walker

Situem-nos en un model de Robertson-Walker maximal M = I x S amb la
métrica g donada per (20.2). Considerem una corba s — a(s) = (t(s), 5(s))
de M i vegem quines equacions ha de complir per tal de ser geodésica. El seu
vector tangent és

da dt g

bl 7 Mt

ds ds + ds ’
on U = J/0t. Aquest vector tangent en cada punt (¢(s), 5(s)) és de la forma
hU 4+ X, on X és tangent a S i h és funcio de t(s). Considerem sobre M un
camp de la forma AU + X, amb h funcié de ¢t i X camp vectorial sobre S. En
virtut de la proposicié 20.2, tindrem

Vivex (WU +X) =hUR)U + Zhj:X + VXX + ﬁg(x XU =

= hhU + 2h;X +VxX + ﬁg(X XU,

onhi f designen les derivades de h i f respecte a t. En el cas que ens interessa,
h = dt/ds. Per tant,

h(dh/dt) = h(dh/ds)(ds/dt) = (dt/ds)(d*t/ds?)(ds/dt) = d*t/ds> =t |
on indicarem per “primes” les derivades respecte a s (recordem que indiquem

per “punts” les derivades respecte a t). L’equacio de les geodésiques Vo =0
s’escriura, doncs

0=Vaod =t U+ 2t’;6 + Ve + Lfé(ﬁ’,ﬁ')U
d’on
¢ +ﬁ~<ﬂ g) = o
(20.21)
2t'§ﬁ —I—Vﬁfﬂ = 0.

Per poder interpretar la segona equacio de (20.21) necessitem el resultat se-
giient.
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Proposicié 20.9 Sigui (S, g) una varietat de Riemann i s — ((s) una corba
de S que satisfa una equacié de la forma

Vo' =a(s)8 .

Llavors, fent un canvi de parametre s = s(7) de manera que la funcié s(7)
compleixi I'equacié diferencial

ds\? d?s

la corba 7 — (B(s(7)) és una geodésica.

DEMOSTRACIO. df/dr = (df/ds)(ds/dr). Posem h = ds/dr. Tenim

6(dﬁ/df)(dﬂ/dT) = h26(d6/ds) (dB/ds) + h(dh/ds)(dB/ds) .

Pero
h(dh/ds) = (ds/dr)(dh/ds) = dh/dT = d*s/dT? .

Per tant,

ﬁ(dﬁ/d'r) (dﬂ/dT) (dS/dT) (dB/ds) (dﬁ/ds) (dQS/dTQ)(dﬁ/ds) =
= {(ds/dr)%a(s) + d*s/dr?} (dB/ds) = 0.

Aixo prova la proposicié. 1

Aquesta proposicié ens permet interpretar la segona equacio de (20.21):
B(s) és una pre-geodésica de S (és a dir, fent un canvi de parametre s = s(7)
es converteix en una geodésica).

Imposem ara la condici6 que s — «(s) sigui una geodeésica de vector tangent
de norma nulla (aqui només estem interessats en els raigs de llum).

Proposicio 20.10 Si a(s) = (t(s), 8(s)) és una geodeésica de M =1 x S de
vector tangent de norma nulla, llavors f(t(s))(dt/ds) és constant.

DEMOSTRACIO. El vector tangent o/ de a(s) és de la forma o/ = t'U + §'.
Imposem que ' tingui norma nulla:

0=g(d,a)=gt'U+p tU+p)=—-ct*+35B,6)f*. (20.22)
Substituint aqui g(8’, 8’) pel valor que obtenim de (20.21), tindrem

0=—c*"?— 02—.ft// )
f
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O sigui, ft'2+ ft' = 0. O sigui, (df /ds)(ds/dt)(dt/ds)? + ft' = 0. O sigui,
(df /ds)(dt/ds) + ft” = 0. O sigui, f't' + ft" = 0. O sigui, (ft')’ =0. 1

Corollari 20.11 Si un foté (o raig lluminés) és emés des d’una galaxia llu-
nyana en un instant de temps t,, del passat i és rebut per nosaltres a I'instant
to actual, llavors la distancia actual entre aquella galaxia i nosaltres és

o dt
Cf(to) . m .

DEMOSTRACIO. El fot6 sera representat per una geodésica a(s) = (¢(s), 5(s))
de vector tangent de norma nulla. Anomenem s, el valor del parametre s tal
que t(sp) = tp. Anomenem sy el valor del parametre tal que t(sg) = ¢o. Llavors
la longitud a la varietat S de la corba s — [(s) entre s, i s¢ és

so
| Vi s,
Sp
Ara bé, en virtut de (20.22), g(8, ') = c*t?/ f2. Per tant, la longitud anterior

/ (f(tl(s)) | Zt) o= R

Si ara volem la longitud amb la métrica induida a S per g a 'instant actual ¢,
haurem de multiplicar la longitud obtinguda anteriorment per f (). il

9 Trajectories dels raigs de llum en els models
de Friedmann

Apliquem ara els resultats anteriors al cas particular dels models de Friedmann
i obtindrem resultats molt més concrets. A Papartat 7 consideravem un temps
T que estava relacionat amb el temps galactic ¢ per mitja de ’equacié diferencial
cdt = f(7)dr. Quan la curvatura k de S era nulla haviem vist que ct = Br3/12.
En el cas k = 1 la relacio entre ¢ i 7 venia donada per (20.19),ienel cas k = —1
venia donada per la segona equacié de (20.20). Designem per ¢t = ¢(7) la funci6
que relaciona t amb 7 en els tres casos anteriors i sigui 7 = 7(¢) la funci6
inversa.

Proposicié 20.12 Sigui s = s(t) la funcié

t
s= [ fwa,

to
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on tg és un origen arbitrari fixat.

Sigui t = t(s) la funcié inversa. Sigui 7 — [(7) una geodésica qualsevol de
S on T és un parametre geodésic. Les geodésiques de M = I x S de vector
tangent de norma nulla sén de la forma

on 7(t) és la funcié introduida abans.

DEMOSTRACIO. En virtut de la proposicio 20.10, f(¢(s))(dt/ds) és constant.
Multiplicant per una constant convenient el parametre geodésic s, es pot con-

siderar que
dt
t(s)— =1
73D,

O sigui, f(t)dt = ds. O sigui
t
s= [ f(®)dt.
to

En virtut de la proposicié 20.10 i de (20.21), una geodésica a(s) = (¢(s), 5(s))
de M compleix que [ és una pre-geodésica amb parametre geodésic T relacionat
amb s per mitja de

ds\ 2 d?s

amb .
d
a(s) = — d—i%

Perd f = df /dt = (df /ds)(ds/dt). Per tant,

Aix{ dones, 'equacio (20.23) s’escriu
ds\>df 1  d2s
—2(—) —=+-—=0. 20.24
(dT) ds f + dr? ( )
Vegem que la funcio 7(s) = 7(¢(s)), on 7(¢) és la que hem descrit abans i ¢(s)

és la funcio inversa de s(t) = ftto f(t)dt, compleix 'equaci6 diferencial anterior.
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Sabem que la relacio entre 7 i ¢ és cdt = fdr, d’'on dr = cdt/f. D’altra
banda ds = f(t)dt, d’'on ds/dr = f?/c. Derivant un altre cop, d%s/dr? =
(2f Je)(df /ds)(ds/dT) = (2f3/c?)(df /ds). Substituint aquests valors a (20.24),
veiem que es compleix idénticament. i

Situem-nos en un model de Friedmann maximal I x .S amb k = 1. Suposem
que S és lesfera S® de dimensi6é 3 i curvatura 1. Sabem (apartat 7) que
I =]0,tp[ amb tp = 2rKM/c?, on M és la massa-energia total de I'univers
(que roman constant al llarg del temps). Apliquem ara la proposicié 20.12
amb tgp = 01 S(7) un cercle maxim qualsevol de S parametritzat per ’angle 7,
0 <7 < 27. Anomenem sy el valor del parametre s que correspon a tp; 0 sigui,
t(sp) = tp. El valor de s que correspon a t =0 és s = 0. Com que la funcié
7 = 7(t) ve donada per (20.19), tindrem 7(0) =0 i 7(tp) = 2. Aixi doncs, la
geodeésica a(s) de M = I x S descrita a la proposicio 20.12 i que correspon a
la geodésica B(7) de S complira

a(0) = (0,5(0))
a(sp) = (tr, B(27)) .

Aixo ens diu que un raig lluminos emeés al principi de l'univers (¢ = 0) en
una determinada direcci6 de S, arriba al mateix punt de partida (fa una volta
sencera a S) just a I'instant final de I'univers (¢t = tr). Dit d’una altra manera,
triga tota la duracié de 'univers a fer una volta sencera a S.
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carta local 61

carta local admissible 63

Cartan 54

centre de masses 163

Christoffel 7 (vegeu simbols de...)

cinematica 127, 215

classe d’equivaléncia d’atlas 61

claudator 21, 22, 67

connexio6 74

connexi6é compatible amb la
metrica 77

connexi6é de Riemann 77, 78

conservacioé de ’energia 133, 159

conservacio de la impulsié de
Minkowski 255

conservacio de la quantitat de
moviment 156, 161

conservacié del moment de la
quantitat de moviment 158

constant d’Einstein 289, 293

constant de gravitacié universal
174, 215, 293

contraccié de les distancies 237,
249

contracci6 interior 17

contraccié tensorial 13, 98

corba 27, 74
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corrent eléctric 204

cos rigid 163

cosmologia 345

coulomb estatic 196

curvatura constant 91, 362

curvatura d’una corba 29, 30, 33

curvatura de Gauss 45, 48, 49, 50,
53, 86, 87

curvatura escalar 105, 355

curvatura mitjana 45

curvatura normal 43

curvatura seccional 89, 91

curvatura, tensor 85, 93

curvatures principals 44, 45, 50

calcul de variacions 79

carrega eléctrica 196, 271

ctimuls de galaxies 346

de Sitter 345

densitat 185

densitat de corrent eléctric 205

densitat de forga exterior 264

densitat de massa-energia 263

densitat en un model de
Robertson-Walker 351

derivaci6é de I’algebra tensorial 98

derivada covariant 21, 22, 39, 42,
74, 93, 97, 147

derivada direccional 21, 39, 44, 48

desigualtat de Schwarz 242

desigualtat triangular 243

desviament dels raigs de llum 334

Dicke 346

diferencial covariant 100

diferencial exterior 23, 24, 25,
51, 52

dilatacio del temps 237, 247

dinamica de la relativitat espe-
cial 115

dindmica de Newton 128

direcci6 asimptotica 45, 46

direccié principal 44, 45
disc giratori 277
distribuci6 296, 297
divergéncia 101, 121, 123
divergéncia del tensor de Ricci 106
doble péndol 137, 143, 159
Einstein 219, 289, 345 (vegeu
constant, equacio, tensor)
electromagnetisme 195, 271
electrostatica 195
element de volum 121
energia 133, 259
energia cinética 131, 150, 165
energia cinética de rotacié 166
energia en repos 259
equacions de Lagrange 148, 153
equacions de les coniques en po-
lars 171
equacions de Maxwell 211,
216, 271
equacions del moviment 146,
192, 266
equacié d’Einstein 287-289
equaci6 de continuitat 184,
185, 210
equacié de Kepler 180, 181
equaci6 de Poisson 202, 210,
287, 295
equivaléncia de massa i energia 257
esfera 35
espai de Minkowski 240
espai projectiu 62, 311
espai tangent 37, 64, 65
espai topologic 59
espai-temps 285
espai-temps de Kruskal 336
espai-temps de Schwarzschild 326
espais d’aplicacions lineals 11
espais d’aplicacions multilineals
11, 12, 69
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eter 219

excentricitat d’una conica 171

experiment de Michelson i Morley
219, 223

fi de 'univers 359

fibrat tangent 139

fluid perfecte 193, 269

flux magnétic 208

focus d’una conica 171

foliacio 296, 297

forat negre 296, 336, 337

formes diferencials 23, 24, 25, 50,
51, 66, 67

formes diferencials vectorials 50, 51

forga 131

forca centrifuga 281

forga centripeta 281

forca de lligadura 141, 187

forga de Minkowski 255, 260

forga electromotriu 208

fotons en repos 341

Frenet 29, 32

Friedmann 345

funcié de Lagrange 153, 167

funci6 diferenciable 64

formula de derivacié d’inte-
grals 183

férmula de Stokes 119, 209

galaxia 346

Gauss 7 (vegeu aplicacio,
curvatura)

geodésica 81, 365, 366

geodésiques de 'espai-temps de
Schwarzschild 328, 334

geodésiques de ’espai-temps de
Kruskal 343

geodésiques del semipla de
Poincaré 82

gradient 132

grup d’isometries 302, 309

grup de Lie 298

grup de rotacions 158, 309

grup lineal d’isotropia 309

grup uniparametric 20, 155,
158, 299

Hawking 345

hiperpla admissible 233

Hubble 345 (vegeu llei)

Humason 345

identitat de Bianchi 90, 102

identitat de Poisson 202, 210, 287

imatge inversa 26, 69

impulsié de Minkowski 255

integraci6 en varietats 116

intensitat de corrent 204, 205

isometria 52

isometries infinitesimals 83

isotropia espacial 348

Killing 83

Kohlrausch i Weber 205

Koman 296, 317

Kruskal 336 (vegeu espai-temps)

lema de I’encongiment 70

llei d’Ampére 211

llei de composicié de velocitats 239

llei de Coulomb 196

llei de Faraday 209, 210

llei de gravitacié universal de
Newton 174, 215

llei de Hubble 358

llei de Laplace 205, 210

llei de les arees 177

llei de Lorentz 212, 272

lleis de Kepler 177, 178

lleis del xoc 255

lligadures 135, 187

lligadures holonomes 135

localitzacié de connexions 75

localment compacte 60

longitud d’un arc de corba 27,
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73, 74

linia asimptotica 46, 47

linia de curvatura 46, 47, 48, 49

magnetisme 203

magnetostatica 203, 204

massa 128, 129, 252, 253

mecanica dels medis continus 183

models cosmologics 345

models de Friedmann 362, 367

models de Robertson-Walker 346,
359, 365

moment d’inércia 167

moment de la quantitat de
moviment 157

moviment uniforme 127, 216, 221

métrica de Riemann 73, 147

Newton 7, 127, 128, 174, 215
(vegeu llei)

normal principal 30

observador 285

observador inercial 216, 231

oersted 203

ordre de contacte 28, 29

orientabilitat temporal 286, 287

orientable 113

orientaci6 113

Orio6 346

paracompacte 59

paradoxa dels bessons 249

partici6 de la unitat 70, 71

parametre arc 27, 28

Peebles 346

Penzias 346

periode 178

pla admissible 233

Poincaré 219 (vegeu semipla)

potencial 132, 152, 196

poténcia 131, 262

pre-geodésica 366

pressié en un model de

Robertson-Walker 351
primera forma quadratica 38
principi d’invariancia de la

velocitat de la llum 222, 231
principi de Cauchy 187, 188
principi de 'univers 359
principi de les poténcies vir-

tuals 141
principi de relativitat 222, 231
problema dels dos cossos 174
producte exterior 15, 16
producte tensorial 9, 10
producte tensorial, base del 10, 11
producte tensorial, propietat

universal 12
producte tensorial, unicitat 9
punt elliptic 46
punt hiperbolic 46
punt parabolic 46
péndol amb punt de suspensio

mobil 139, 157
péndol doble 137, 143, 159
péndol simple 137, 141, 151,

153, 159
quantitat de moviment 131, 156,

163, 186, 251
quantitat de moviment de

Minkowski 255
referéncia mobil 93
refinament 59
relativitat especial 215-276
relativitat general 277-369
rellotges sincronitzats 220
Ricci 105, 288, 317, 354
Riemann 7 (vegeu connexio,

métrica, varietat)
Robertson 345
Roll 346
rotacional 133
Schwarzschild 325 (vegeu
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espai-temps, geodésiques,
solucio)
segona forma quadratica 39, 40,
41, 43, 49
semipla de Poincaré 74, 82
simetria esférica 301
simplement connex 133
sincronitzats 220
sistema de referéncia 215, 220
sistema inercial 222
sistemes equivalents 221
solucié de Schwarzschild 325
Stokes 119
subgrup d’isotropia 300
superficie 35
superficies isométriques 53
simbols de Christoffel 74, 75, 280
temps propi d’una particula
244-246
tensor d’Einstein 289, 356
tensor d’impulsié-energia 125, 268
tensor d’inércia 167
tensor de curvatura 85, 93
tensor de les tensions 191, 265
tensor de Ricci 105, 288, 317, 354
tensors antisimétrics 14, 15
tensors contravariants 11
tensors covariants 11
tensors simeétrics 14, 15
teorema de Birkhoff 317
teorema de Cauchy 189
teorema de Frobenius 297
teorema de la divergéncia 121, 123
teorema de Schur 102, 103
teorema egregi 7, 53, 87
teoria de la gravitaci6 284
time-like 232
tor 35, 58
torsi6 29, 31, 33
trajectoria virtual 132

transformacions de Lorentz
223-230, 236, 238

treball 131

treball virtual 133

umbilic 46

univers 345

variacié d’una corba 79

varietat amb vora 109, 110

varietat de Lorentz 286, 301

varietat de Riemann 73

varietat diferenciable 61, 110

vector exterior 112

vector interior 112

vector tangent 27, 37, 63

vector temporal 232

velocitat 127

velocitat angular 164

velocitat de Minkowski 255

velocitat relativa 127

velocitat virtual 139

Via Lactia 346

Voigt 219

volum 121

vora d’una varietat 110

Walker 345 (vegeu models)

Wilkinson 346

Wilson 346

xoc de particules 160

xoc elastic 161, 252, 260

xoc inelastic 161, 258
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